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Abstract 
In this paper, a novel higher order iterative operator splitting method is presented for the 2D 
convection diffusion equation with the variable coefficient. The proposed scheme combines the 
classical iterative scheme and Zassenhaus product formula for the temporal discretization. And 
Fourier pseudo spectral method and dimensional splitting scheme are applied for the spatial op-
erators. The numerical results verified that the proposed method can get second order accuracy 
by weighted iterative scheme. Besides, the new method not only can reduce numerical error but 
also save a lot of CPU time than the classical iterative method. 
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摘  要 

本文针对变系数2D对流扩散方程，呈现了一种新颖的高阶迭代算子分裂方法。该方法结合了经典迭代格

式和Zassenhaus乘积公式。傅立叶谱方法和维数分裂格式用于空间算子。数值实验验证了所提出的方法
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通过加权方法可以达到高阶精度。此外，新方法不仅可以减少误差而且能够节省大量的CPU时间。 
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1. 引言 

众所周知，许多复杂有趣的现象是由于对流扩散方程中的对流项和扩散项的不同引起的。因此，它

的数值解的研究在许多科学和工程领域中都具有重要的意义，呈现于[1] [2] [3]。因为扩散项和对流项的

特点，很难找到一个精确有效的数值方法。因此，求解对流扩散问题的有效数值解方法是计算数学中的

一个重要研究课题。已有的数值方法有限差分方法[4]，有限体积方法[5]和有限元方法[6]。然而，对于对

流占优的问题，通常的有限差分法和有限元法解对流占优的问题可能会产生数值震荡。本文提出的新方

法能够很好地消除震荡。 
本文将考虑变系数对流扩散方程： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

, , , ,

, 0 , ,
tu u x u f x t x t R

u x u x x

κ ν += ∆ + ⋅∇ + ∈Ω×

= ∈Ω
                        (1) 

这地方 Ω 是一个在 2R 上的有界区域， R+ 是在 ( ]0,T 上的时间范围， ( ),u x t 表示浓度，

( ) ( ) ( ) T
1 2,x x xν ν ν=    表示速度场， ( )0 1κ κ< ≤ 是扩散系数， f 是有界的连续函数。本文将使用周期性

边界条件处理对流扩散方程。 
Jürgen Geiser 研究了常系数对流扩散方程，使用改进的加权迭代格式，得到了很好的结果，呈现于[7] 

[8]。本文研究的高阶迭代格式也是改进的经典迭代格式基于 Zassenhaus 乘积公式。主要的思想是应用

Zassenhaus 乘积公式不断改进迭代格式的初始条件，从而提高经典迭代格式的精度和节省 CPU 时间。经

典迭代格式的基本思想是把复杂的物理问题分解成简单的物理问题，从而能够简化运算和并行计算，看

[9] [10]。Zassenhaus 乘积公式是李代数中的一个基本的重要的公式。 
本文将应用加权方法求解变系数的二维对流扩散方程。空间离散应用傅立叶谱方法，时间离散使用

加权迭代格式和高阶龙格库塔技术。更具体地，我们使用维数分裂的思想把高维问题分成几个简单的低

维问题，使求解变得简单，本文的维数分裂格式是沿着 X 方向的算子和沿Y 方向的算子。然后使用高阶

迭代格式和高阶龙格库塔方法去解低维问题，可以减少分裂误差和促进解的过程。另外，提出的新方法

要比经典的迭代方法省 CPU 时间和收敛精度高。 
本文的框架如下：第二部分，介绍迭代算子分裂方法。第三部分，介绍傅立叶拟谱方法和维数分裂

格式。第四部分，讨论高阶迭代格式联合经典的迭代格式和 Zassenhaus 乘积公式。第五部分，几个数值

实例验证高阶格式的高效性和收敛率。第六部分，结论。 

2. 经典的迭代算子分裂方法 

我们知道经典的迭代格式广泛用于解决现实生活中的问题。本文考虑下列的非均匀的柯西问题 
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( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) 0
d

, 0, , 0 ,
d
u t

Au t Bu t f t t T u u
t

= + + ∈ =  

其中 0u 是初始条件，线性算子是在巴拿赫空间 X ( ), :A B X X→ 上的有界线性算子， ( )f t 是连续函数。 
算法 2.1 给出了经典的迭代格式，本文考虑使用交替迭代格式去求解上面的非均匀的柯西问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1 1

d
, ,

d
, ,

d

i n n
i i i

i n n
i i i

u t
Au t Bu t f t u t u

dt
u t

Au t Bu t f t u t u
t

−

+
+ +

= + + =

= + + =

                       (2) 

这里初始迭代 ( )0 0u t = ，其中 nu 是初始条件， 1, , 1,3, , 2 1n nt t t i m+ ∈ = +   。这个迭代格式的数值解

定义为 ( )1 1
2 2 , 0,1, 2,n n

mu u t m+ +
+= = 。在下面的章节中，将推导出高阶迭代格式基于交替迭代格式和

Zassenhaus 乘积公式。 

3. 傅立叶谱离散和维数分裂格式 

我们应用傅立叶谱方法[11]去解方程(3)和(4)。更具体地，给定一个正整数 N ，使 
2π , 0,1, , 1,l

lx l N
N

= = −  

是在区间 [ )0, 2π 上的等距网格，这些点称为傅立叶谱点。给定一套节点基函数，然后做这套基函数

的线性组合，组合系数是节点函数值，有 

( ) ( ) ( )
1

0
, , ,

N

l l
l

u x t u x t h x
−

=

= ∑  

这地方基函数 ( ) 1 sin cot
2 2

l l
l

x x x xh x N
N

− −   =       
和 ( ) , , 0,1, , 1l k lkh x l k Nδ= = − ， lkδ 是克罗内克δ

函数。对函数 ( ),u x t 求 d 阶导，导函数可以应用谱离散点的线性组合近似逼近，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
, , ,

N
d d

l l
l

u x t u x t h x
−

=

= ∑  

我们可以把上述公式写成矩阵向量乘积的形式 

( ) ( ) ( ) ( ) , 1, 2,
d du t D u t d= =    

这里 
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 0,1, , 1

T
0 1

T

0 1

,

, , , , ,

, , , , .

d d
l k l N

N

d d d
N

D h x

u t u x t u x t

u t u x t u x t

= −

−

−

=

 =  

 =    







 

一阶傅立叶微分矩阵 ( )1D 可以写成形式 

( ) ( ) ( ) ( )1

0, ,

1 π
cot , ,

2

k l
kl l k

k l

D h x k l
k l

N

+

=
′= = − − 

≠ 
 

 

二阶傅立叶微分矩阵 ( )2D 可以写成形式 
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( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

2 , ,
12
1 π

sin , .
2

k lkl l k

N k l
D h x

k l
k l

N

+
−

 +
− =
′′= =  − − − ≠   

 

特别地，定义 ( ) ( )1 2
1 2,D D D D= = 。这样就推导了一维方程的一阶微分矩阵和二阶微分矩阵。下面讨

论二维方程的微分矩阵形式。 
对于本文要求解的二维对流扩散方程，首先应用维数分裂处理这个方程，能够得到下列的形式 

( ) ( ) ( ) ( )d , ,
, , , , , , ,

d x y
u x y t

A u x y t A u x y t f x y t
t

= + +  

这地方 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

2

, , , ,
, ,

, , , ,
, ,

x x

y y

u x y t u x y t
A x y

x x
u x y t u x y t

A x y
y y

ν κ

ν κ

∂ ∂
= +

∂ ∂
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

然后使用傅立叶拟谱方法离散空间算子，前面介绍了一维微分矩阵 1D 和 2D ，对于二维空间算子，

使用克罗内克张量积通过一阶微分矩阵 1D 和二阶微分矩阵 2D 能够得到二维微分矩阵，把偏微分方程转

化为常微分方程组，方程形式 

( ) ( ) ( ) ( )d
,

d
U t

AU t BU t F t
t

= + +                              (3) 

这里 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 2

1 2

T
0 0 1 0 1 1

T
0 0 1 0 1 1

T
1 0 0 1 1 0 1 1 1

2 0 0 2 1 0 2 1

,

,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , ,

x

y

N N N

N N N

N N N

N N

A a I D I D

B b D I D I

U t u x y t u x y t u x y t

F t f x y t f x y t f x y t

a diag x y x y x y

b diag x y x y x

κ

κ

ν ν ν

ν ν ν

− − −

− − −

− − −

− −

= ⊗ + +

= ⊗ + ⊗

 =  

 =  

 =  

=

 

 

 

  ( )( )T
1 ,Ny −  

 

⊗表示克罗内克张量积符号， I 表示单位矩阵。 
在下面的章节中，我们将推导高阶迭代格式和讨论常微分方程组(3)的数值解，理论能够证明本文提

出的加权迭代格式可以增强收敛精度和节省 CPU 时间。 

4. 高阶迭代格式用于时间离散 

本节将讨论高阶迭代格式基于算法 2.1 和 Zassenhaus 乘积公式，构造的高阶方法可以提高收敛率和

减少数值误差，以及减少迭代步数，从而节省时间。首先给出算法 2.1 的分析解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1

1 1
1

1 1
1 1

exp exp exp d ,

exp exp exp d .

n

n

n

n

tn n n
i i it

tn n n
i i it

u t A u t At As Bu s f s s

u t B u t Bt Bs Au s f s s

τ

τ

+

+

+ +
−

+ +
+ +

= + − +

= + − +

∫

∫
             (4) 

我们假设 ( )1 0iu t− = ，因此对于 1i = ，有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
1 1exp exp exp d ,

n

n

tn n n
t

u t A u t At As f s sτ
+

+ += + −∫                   (5) 

这时 1 2i + = ，得到第二步 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1
2 2 1exp exp exp d ,

n

n

tn n n
t

u t B u t Bt Bs Au s f s sτ
+

+ += + − +∫              (6) 

这地方τ 是时间步长， ( )exp As 是指数函数。下面推导加权迭代格式。 
我们将应用 Zassenhaus 乘积公式[12]，这个公式具体形式 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

exp exp exp exp ,k
k

k
A B t At Bt u t

∞

=

+ = ∏   

这里，将公式进行泰勒公式展开，能够推导出下列的权的误差阶[10] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2exp exp exp ,j

j jt Bt u u o tω += + 
  

这地方 ( )2,3, ,ju j = ∞
 是 Zassenhaus 指数。能够推导出 Zassenhaus 指数为 

[ ]

[ ] [ ]

2

3

1 , ,
2
1 1, , , , ,
3 6

u A B

u B B A A A B

= −

   = − +   





 

这里[]是李代数括号，我们定义： [ ],A B AB BA= − 。因此权公式可以表示为 

( )

( ) [ ]

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

1

2 2
2

2

2 2 3 3
2 3 3

3

,

1 , ,
2 2

1 1 1 1, , , , , , ,
2 2 6 3 6 2

t I Bt

B tt I Bt A B t

B t B tt I Bt A B t B B A A A B t B A B t

ω

ω

ω

= +

= + + −

    = + + − + + − + −     

 

这样就推导出来了权公式。因此对于初始迭代(5)做如下改进 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

2
exp exp exp exp exp d

n

n

i tn j n
i j t

j
u t A B u At As f s sτ τ τ

+
+ +

=

= + −∏ ∫


 ， 

因此迭代格式的误差精度提高到 ( )i jo τ + (参见[13])，这样每增加一步权，原来经典迭代格式的误差提

高一阶。 
一步加权和两步加权迭代格式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )

1

1

1 1
1

2 2
1 2 1

1

exp exp exp d ,

1exp , exp exp d ,
2 2

n

n

n

n

tn n
t

tn n
t

u t A I B At As f s s

Bu t A I B A B At As f s s

τ τ

ττ τ τ

+

+

+ +

+ +

= + + −

 
= + + − + − 

 

∫

∫





 

因此加权迭代的误差率能够提高到 ( )2o τ 和 ( )3o τ 。 

这个 ( )exp At 和 ( )exp Bt 应用 Pade'方法近似，积分项使用四阶龙格库塔方法离散，这样能够获得高

阶结果。加权迭代格式将通过一些数值实例进行验证。 

5. 数值实验 

本章节将验证提出的新格式的收敛阶和 CPU 时间，以及误差图。 
首先给出方程(1)一个真解 
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( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]exact , , exp cos 2π cos 2π ,  , 0,1 0,1 ,u x y t t x y x y= − ∈ ×  

设置终止时间 1T = ,初始条件 ( ) ( ) ( )0 , cos 2π cos 2πu x y x y= 。数值误差使用 L∞ 范数形式，定义 L∞ 范数 

( ) ( )( )( )exact: max max .n n
Lerr u t u t
∞
= −  

我们将选取不同的对流系数和不同的扩散系数来验证高阶格式的误差阶。 

5.1. 数值实例 1 

在这个数值例子中，考虑一般的对流扩散方程，扩散系数选取 0.1x yκ κ= = ，表中将给出不同对流系

数的情况。 
表 1 中呈现的是加权迭代算法的误差，对流系数选取 ( ) ( )1 2, 3 , , 3x y x x y yν ν= − + = − + ，选取空间谱

点 16N = ，时间步长选取不同的适合的步长。 
表 2 将给出该算法误差，空间点选取 16N = ，对流系数选取 ( ) ( )1 2, 1 , , 1x y x y x y x yν ν= − − = − − ，

挑选和表 1 中一样的时间步长。 
表 3 说明的是加权迭代算法的误差阶，对流系数选择 ( ) ( )1 2, 1 , , 1x y x x y yν ν= + = + ，空间点仍然选

择 16N = ，时间步长和表 2 同步。 

表 4 呈现的权迭代算法的 CPU 时间比较，选择不同的空间点，时间步长
1

1600
τ = ，对流系数

( ) ( )1 2, , 1x y x y x yν ν= = − − ，比较没有加权，一步加权和两步加权的时间。 

图 1 呈现的是 2 步加权的误差图，对流系数选择表 1 中系数，时间步长
1

400
τ = ，空间点 20N = 。 

图 2 呈现的也是 2 步加权的误差图，对流系数选择表 2 中系数，时间步长、空间点和图 1 中同步。 
从表中能够看出，不同的对流系数对权格式的精度是有影响的，对流系数选择的不好可能会导致 2

步加权的误差增大，从时间的比较中也能看出，加权方法耗费的时间并不是很多相比于没有加权，但误

差减小了很多，说明加权方法是一种花费时间少，且精度高的方法。从图中能够看出不同的对流系数呈

现的误差图也不一样，选择对流系数函数值无零点的对流系数，误差图的跳跃性就不会很大，明显看出

图 1 比图 2 好。 

5.2. 数值实例 2 

在这个例子中，将考虑对流占优的情形，选取扩散系数 0.0001x yκ κ= = ，表中同样给出不同的对流

系数来验证加权方法的误差阶情况。 
表 5 呈现的是加权迭代的误差比较，对流系数选取表 1 中的对流系数，空间点选择 16N = ，时间步

长同样选择表 1 中的步长。 
表 6 表明的是加权格式的误差阶比较，对流系数选择表 2 中的对流系数，空间谱离散点选择 16N = ，

时间步长和上表同步。 
表 7 呈现的是高阶迭代方法的误差比较，对流系数选择表 3 中的系数，空间点和时间步长和表 6 同步。 
图 3 呈现的是 2 步加权的误差图，对流系数、时间步长和空间点和图 1 同步。 
图 4 表明的是 2 步加权的误差图，对流系数、时间步长和空间点和图 2 同步。 
从表中可以看出，对于对角占优的对流扩散问题，加权迭代方法计算的比较好，同样体现了随着扩

散系数的减小，误差会增大。同样也验证了加权方法的精度高，节省时间。从误差图中可以看出，图 4
的跳跃性相比图 2 更大，说明强对角占优凸显了双曲方程的特征，跳动性比较大，这样会影响高阶格式

收敛性和稳定性。但不会影响加权方法的精度。 
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Table 1. Weighted iterative numerical error comparison. ( ) ( )1 2, 3 , , 3 , 0.1x yx y x x y yν ν κ κ= − + = − + = =  

表 1. 加权迭代数值误差比较。 ( ) ( )1 2, 3 , , 3 , 0.1x yx y x x y yν ν κ κ= − + = − + = =  

1/τ 迭代次数 无加权 1 步加权 2 步加权 

200 2 2.16E−02 9.50E−04 6.58E−04 

400 2 1.11E−02 2.38E−04 1.61E−04 

800 2 5.69E−03 5.93E−05 4.20E−05 

1600 2 2.87E−03 1.48E−05 1.04E−05 

 
Table 2. Comparison of weighted scheme error. ( ) ( )1 2, , 1 , 0.1x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

表 2. 加权格式误差比较。 ( ) ( )1 2, , 1 , 0.1x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

1/τ 迭代次数 无加权 1 步加权 2 步加权 

200 2 4.31E−03 5.20E−04 1.66E−04 

400 2 2.18E−03 1.46E−04 3.44E−05 

800 2 1.09E−03 4.75E−05 7.36E−06 

1600 2 5.48E−04 9.48E−06 1.64E−06 

 
Table 3. Weighted iterative numerical error comparison. ( ) ( )1 2, 1 , , 1 , 0.1x yx y x x y yν ν κ κ= + = + = =  

表 3. 加权迭代数值误差比较。 ( ) ( )1 2, 1 , , 1 , 0.1x yx y x x y yν ν κ κ= + = + = =  

1/τ 迭代次数 无加权 1 步加权 2 步加权 

200 2 1.04E−02 2.75E−04 2.90E−04 

400 2 5.28E−03 6.88E−05 7.29E−05 

800 2 2.65E−03 1.72E−05 1.83E−05 

1600 2 1.33E−03 4.30E−06 4.58E−06 

 
Table 4. CPU time comparison of weighted iterative. ( ) ( )1 2, , 1 , 0.1x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

表 4. 加权迭代的 CPU 时间比较。 ( ) ( )1 2, , 1 , 0.1x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

N 8 10 16 

无加权 9.0468s 18.0134s 152.5261s 

1 步加权 9.4434s 18.2848s 164.1404s 

2 步加权 10.0025s 19.1191s 168.0754s 

 
Table 5. Comparison of weighted iterative error. ( ) ( )1 2, 3 , , 3 , 0.0001x yx y x x y yν ν κ κ= − + = − + = =  

表 5. 加权迭代误差比较。 ( ) ( )1 2, 3 , , 3 , 0.0001x yx y x x y yν ν κ κ= − + = − + = =  

1/τ 迭代次数 无加权 1 步加权 2 步加权 

200 2 5.01E+04 8.02E−03 1.52E−03 

400 2 3.55E−01 2.01E−03 3.66E−04 

800 2 4.71E−02 5.05E−04 8.80E−05 

1600 2 2.46E−02 1.28E−04 2.12E−05 
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Table 6. Comparison of weighted scheme error. ( ) ( )1 2, , 1 , 0.0001x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

表 6. 加权格式误差比较。 ( ) ( )1 2, , 1 , 0.0001x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

1/τ 迭代次数 无加权 1 步加权 2 步加权 

200 2 8.39E−02 9.14E−04 4.64E−04 

400 2 4.28E−02 2.32E−04 1.12E−04 

800 2 2.16E−02 5.72E−05 2.82E−05 

1600 2 1.08E−02 1.45E−05 7.10E−06 

 

 

Figure 1. Error chart. ( ) ( )1 2
1, 3 , , 3 , 0.1, 20,

400x yx y x x y y Nν ν κ κ τ= − + = − + = = = =  

图 1. 误差图。 ( ) ( )1 2
1, 3 , , 3 , 0.1, 20,

400x yx y x x y y Nν ν κ κ τ= − + = − + = = = =  

 

 
Figure 2. Error chart. ( ) ( )1 2, , 1 , 0.1x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

图 2. 误差图。 ( ) ( )1 2, , 1 , 0.1x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  
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Table 7. Comparison of weighted iterative error. ( ) ( )1 2, 1 , , 1 , 0.0001x yx y x x y yν ν κ κ= + = + = =  

表 7. 加权迭代数值误差比较。 ( ) ( )1 2, 1 , , 1 , 0.0001x yx y x x y yν ν κ κ= + = + = =  

1/τ 迭代次数 无加权 1 步加权 2 步加权 

200 2 7.20E−02 1.66E−03 6.17E−04 

400 2 3.72E−02 4.15E−04 1.51E−04 

800 2 1.90E−02 1.04E−04 3.76E−05 

1600 2 9.64E−03 2.59E−05 9.36E−06 

 

 
Figure 3. Error chart. ( ) ( )1 2, 3 , , 3 , 0.0001x yx y x x y yν ν κ κ= − + = − + = =  

图 3. 误差图。 ( ) ( )1 2, 3 , , 3 , 0.0001x yx y x x y yν ν κ κ= − + = − + = =  

 

 
Figure 4. Error chart. ( ) ( )1 2, , 1 , 0.0001x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  

图 4. 误差图。 ( ) ( )1 2, , 1 , 0.0001x yx y x y x yν ν κ κ= = − − = =  
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6. 结论 

本文呈现了一种高阶迭代格式对于求解变系数2D对流扩散方程。提出的新方法结合了经典迭代格式

和Zassenhaus乘积公式。傅立叶谱离散技术和维数分裂方法用于空间算子。数值算例呈现了新方法的高精

度和高效性。 
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