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Abstract 
In this paper, we use the fixed point theorem with Banach lattice structure and topological degree 
to discuss the three-order two-point boundary value problem ( ) ( )( )′′′u t f u t− =  for all [ ]0,1t ∈  

subject to ( ) ( ) ( )′ ′′0 0 1 0u u u= = = , where ( ),f C R R∈ . If f  satisfies certain conditions, then the 
existence result of the sign-changing solution is obtained. Moreover, if f  is odd for all [ ]0,1t ∈ , 
then the problem has two sign-changing solutions. 
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摘  要 

利用Banach格与拓扑度相结合的理论讨论带有边值 ( ) ( ) ( )′ ′′u u u0 0 1 0= = = 的三阶微分方程两点边值问
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题 ( ) ( )( ) [ ]′′′u t f u t t, 0,1− = ∈ ，其中 ( )f C R R,∈ ，得到所述问题变号解的存在性结果。进一步，如果 f

是奇函数，则问题有两个变号解。 
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1. 引言 

本文主要研究三阶两点边值问题 

( ) ( )( ) [ ]
( ) ( ) ( )

, 0,1

0 0 1 0

u t f u t t

u u u

 ′′′− = ∈


′ ′′= = =
                              (1) 

变号解的存在性，其中 ( ),f C R R∈ 。 
三阶微分方程来源于应用数学和物理等各方面的领域，在许多科学领域及工程中具有十分广泛的应

用[1]。近些年来，有许多文献研究各类边值问题变号解的存在性，所涉及到的理论和方法主要有

Leray-Schauder 度理论、不动点指数理论、临界群理论、变分法、下降流不变集、特征值等[2]-[8]。然而，

在格结构下讨论三阶两点边值问题还比较少见。孙经先等人把格理论与拓扑度理论结合在一起，利用格

理论研究非锥映射的拓扑度与不动点指数的计算，得出带有格结构的新的不动点存在定理[9] [10]。文献

[11] [12] [13] [14] [15]分别对二阶三点边值问题、三阶两点边值问题、四阶两点边值问题的变号解进行了

研究。受这些文献的启发，本文主要利用格结构下的不动点定理，结合所对应的线性问题的特征值以及

代数重数，研究问题(1)变号解的存在结果，改进和推广了文[15] [16]的结果。 
以下我们给出非线性项 f 的假设 
(H1) ( )0 0f = 且 ( )f u 关于 u 严格递增； 

(H2) 
( )

1lim
u

f u
u

β
→+∞

= 关于 t 在 [ ]0,1 上一致，且存在正整数 1n 使得
1 12 1 2 1n nλ β λ +< < ；其中，

1 2 10 n nλ λ λ λ +< < < < < < 是方程
33

32 3e 2cos 0
2

λ
λ

−
+ = 的无穷多个正解； 

(H3) 
( )

00
lim
u

f u
u

β
→

= 关于 t 在 [ ]0,1 一致成立，且 0 10 β λ< < 。 

本文的主要结果如下： 
定理 1：设条件(H1) (H2) (H3)成立，则边值问题(1)至少存在一个变号解 

2. 预备知识 

设 P 是 Banach 空间 E 中的锥， E 中的半序由锥 P 导出。若存在常数 0N > ，使得

x y x N yθ ≤ ≤ ⇒ ≤ ，则称 P 是正规锥。如果 P 含有内点，即 P 的内部 int P ≠ ∅，则称 P 是体锥。 
E 在半序 ≤ 下成为一个格，即对任意的 ,x y E∈ ， { }sup ,x y 和 { }inf ,x y 都存在。对 x E∈ ，
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{ }sup ,x x θ+ = ， { }sup ,x x θ− = − ，分别称为 x 的正部和负部， x x x+ −= + 称为 x 的模。显然， x P+ ∈ ，

( )x P− ∈ − ， x P∈ ， x x x+ −= − 。 
为了文中叙述方便，使用下列符号： ,x x x x+ −

+ −= = − 。于是 ,x x x x x x+ − + −= + = − 。 
设 [ ]0,1E C= ，范数 [ ] ( )0,1maxtu u t∈= ， ( ) [ ]{ }: 0, 0,1P u E u t t= ∈ ≥ ∈ 。显然 E 是 Banach 空间。P 是

E 的一个正规体锥，且 E 在锥 P 导出的半序“ ≤”下成为一个格。 
分别定义算子 ,K F 和 A 如下： 

( ) ( ) ( ) [ ]1

0
, d , 0,1 ,Ku t G t s u s s t u E= ∈ ∀ ∈∫  

( ) ( )( ) [ ], 0,1 ,Fu t f u t t u E= ∈ ∀ ∈  

A KF=  

其中 

( )
2

,0 1,
2,

1 ,0 1
2

ss t s t
G t s

t t s

  − ≤ ≤ ≤   = 
 ≤ ≤ ≤

 

是问题(1)所对应的 Green 函数。利用 Green 函数的性质，容易证明 :A E E→ 是全连续算子，并且

[ ]3 0,1u C∈ 是问题(1)的解当且仅当 u E∈ 是算子 A 在 E 中的不动点。 
引理 1：[7]算子 F 与 A KF= 在格 [ ]0,1E C= 上都是拟可加的。 

引理 2：设 1 2 10 n nλ λ λ λ +< < < < < < 是方程
33

32 3e 2cos 0
2

λ
λ

−
+ = 的正解，则 

1 2 1

1 1 1 1 0
n nλ λ λ λ +

> > > > > >  分别为线性算子 K 的特征值，且每个特征值 ( )1 1, 2,
i

i
λ

=  的代数重数为 1。 

证明：先考虑特征值问题 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )

, 0,1

0 0 1 0

u t u t t

u u u

λ′′′− = ∈


′ ′′= = =
                                 (2) 

当 0λ > 时，记 3 aλ = ，则(2)的通解为 

( ) [ ]
1 1
2 2

1 2 3
3 3e e cos e sin , 0,1

2 2
at atatu t C C at C at t−= + + ∈ 。 

其中 ( )1,2,3iC i = 是任意常数，由 ( ) ( )0 0 0u u′= = ，可得 2 1 3 1, 3C C C C= − = ，所以 

( ) [ ]
1 1
2 2

1
3 3e e cos 3e sin , 0,1

2 2
at atatu t C at at t− 

= − + ∈  
 

 

又由 ( )1 0u′′ = ，可得
1

2 2 2
1

3e 2 e cos 0
2

aaC a a a− 
+ =  

 
，由于 1 0C ≠ ，故

1
2 2 2 3e 2 e cos 0

2
aaa a a− + = ，即

3
2 3e 2cos 0

2
a

a
−

+ = 。 

又因为
3
2 3e 2cos 0

2
a

a
−

+ = 有无穷多个正解，记为 1 2 10 n na a a a +< < < < < < ，所以 
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33
32 3e 2cos 0

2
λ

λ
−

+ = 有无穷多个正解 1 2 10 n nλ λ λ λ +< < < < < < ，其中 3
n naλ = ， 1, 2,n = ，所以问 

题(2)有无穷多个正特征值{ } 1n n
λ ∞

=
。 

设 µ 是线性算子 K 的特征值， { }\ 0u E∈ 是对应的特征函数。则 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

1 , 0,1

0 0 1 0

u t u t t

u u u
µ

 ′′′− = ∈

 ′ ′′= = =

 

所以
1 2 1

1 1 1 1

n nλ λ λ λ +

> > > > > 是线性算子 K 的正特征值。 

记 33
1

n
n

aλ
µ

= = ，则对应于特征值
1

nλ
的特征函数为 

( ) [ ]
1 1
2 23 3e e cos 3e sin , 0,1

2 2
at atatu t C at at t− 

= − + ∈  
 

， 

其中C 是非零常数，所以 

( )1dim ker dim ker 1n
n

I K I Kλ
λ

 
− = − = 

 
                          (3) 

下面我们证明 

( ) ( )2ker kern nI K I Kλ λ− = −                                (4) 

显然 ( ) ( )2ker kern nI K I Kλ λ− ⊂ − ，从而只需要证明 ( ) ( )2ker kern nI K I Kλ λ− ⊂ − 。 

设 ( )2ker nu I Kλ∈ − ，如果 ( )nI K uλ θ− ≠ ，那么 ( )nI K uλ− 是线性算子 K 对应于特征值
1

nλ
的特征函 

数，故存在 0γ ≠ ，使得 

( ) [ ]
1 1
2 23 3e e cos 3e sin , 0,1

2 2
at atat

nI K u at at tλ γ − 
− = − + ∈  

 
 

两边求导可得 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

1 1
3 3 3 32 23 3e e cos 3e sin , 0,1

2 2

0 0 1 0

at atatu t a u t a a at a at t

u u u

γ −
  
′′′ + = − + − ∈     

 ′ ′′= = =

 

于是 

( )
1 1
2 2

1 2 3

1 1
2 2

3 3e e cos e sin
2 2

1 1 3 3 3e e cos e sin
3 3 2 3 2

at atat

at atat

u t C C at C at

at at at at atγ γ γ

−

−

= + +

− + +

 

代入边界条件 ( ) ( )0 0 0u u′= = ，得 ( ) 1 20 0u C C= + = ， ( ) 1 1 3
1 3 1 10 0
2 2 3 3

u aC aC aC a aγ γ′ = − − + − + = ， 

故 2 1 3 1, 3C C C C= − = ，从而 
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( )
1 1
2 2

1

1 1
2 2

3 3e e cos 3e sin
2 2

1 1 3 3 3e e cos e sin
3 3 2 3 2

at atat

at atat

u t C at at

at at at at atγ γ γ

−

−

 
= − +  

 

− + +

 

再代入边界条件 ( )1 0u′′ = ，得 

( ) ( )
1 1

2 2 2 22 2
1

1 1 1 1
2 22 2 2 2

1 1 1 1
2 22 2 2 2

1 3 3 3 11 e e cos e cos 2 e e
2 2 2 2 3

1 3 3 1 3 3 3e cos 3 e sin e cos e cos
3 2 2 2 2 2 2

3 3 3 1 3 3 3e sin 3 e cos e sin e cos
3 2 2 2 2 2 2

a aa a a

a a a a

a a a a

u C a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

γ

γ

γ

− − − 
′′ = + + − − +  

 
 

+ − − −  
 
 

+ + − + 
 

0=

 

因为
3
2 3e 2cos 0

2
a

a
−

+ = ，所以
3
23 1cos e

2 2
a

a
−

= − ，代入化简为
1

2 2 23 3e 3 e sin 0
3 2 2

aaa a a aγ − 
− − =  
 

。

因为 0γ ≠ ，若 0a ≠ ，则
1

2 2 23 3e 3 e sin 0
2 2

aaa a a−− − = ，从而可知
3
23 3sin e

2 2
a

a
−

= − 。又 

3
23 1cos e

2 2
a

a
−

= − ，所以 

2 2 2 2 23 3 3
2 2 23 3 3 1sin cos e e e 1

2 2 2 2
a a a

a a
− − −         

+ = − + − = =                          
， 

解得 0a = 与 0a ≠ 矛盾，即(3)式成立，由(3)和(4)可知特征值
1

nλ
的代数重数是 1。 

下面的引理是本文主要结果的理论依据。 
引理 3：[7]设 E 为带有格结构的 Banach 序空间， P 为 E 的一个正规体锥，全连续算子 A 在 E 上拟

可加。如果 
1) A 在 ,P P− 上严格递增； 
2) ,P PA A−′ ′ 存在且 ( ) ( )1, 1P Pr A r A−′ ′> > ，1 不是算子 PA′ 或者 PA−′ 的对应于正固有元的固有值； 
3) Aθ θ= ， A 在θ 处的导算子 Aθ′是强正的，且 ( ) 1r Aθ′ < ； 
4) A 在∞点的导数 A∞′ 存在，1 不是算子 A∞′ 的固有值，A∞′ 在区间 ( )1,+∞ 所有固有值代数重数之和为

偶数。 
那么 A 至少存在三个非零不动点，其中包含一个变号不动点。 

3. 结果的证明 

定理 1 的证明设 1 2,u u P∈ ， 1 2u u< ，由( 1H )， { }( )\K P Pθ
°

⊆ ，得 

( ) ( )( ) ( )( ) [ ]1
2 1 2 10

, d 0, 0,1Au Au G t s f u s f u s s t − = − > ∈ ∫ 。 

因此， A 在 P 上严格递增；类似的， A 在 P− 上严格递增。 

由( 2H ) ( )
1lim

u

f u
u

β
→+∞

= 关于 t 在 [ ]0,1 上一致，即对任意 0ε > ，存在 0R > 使得 [ ]0,1 ,t u R∀ ∈ > 时， 

有 ( ) 1f u u uβ ε− ≤ 。令 ( )0max u RC f u≤ ≤= ，则对 [ ]0,1t∈ ，有 
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( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1Fu t u t f u t u t C R uβ β β ε− = − ≤ + + 。 

因此 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1Au t Ku t K Fu u t K C R uβ β β ε− = − ≤ + + 。 

从而 1lim
u

Au Ku
K

u
β

ε
→+∞

−
≤ ，即 1A Kβ∞′ = 。再由

1 12 1 2 1n nλ β λ +< < ，可知 1 不是算子 A∞′ 的固有值，A∞′  

在区间 ( )1,+∞ 所有固有值代数重数之和为偶数。 
类似地，有 

1

,
lim

u P u

Au Ku
K

u
β

ε
∈ →+∞

−
≤ ， 

1

,
lim

u P u

Au Ku
K

u
β

ε
∈− →+∞

−
≤ ， 

因此 1P PA A Kβ−′ ′= = 。再由引理 2，
1 12 1 2 1n nλ β λ +< < ，可得 1 不是算子 PA′ 或者 PA−′ 的固有值，且 

( ) ( ) 1

1

1P Pr A r A β
λ−′ ′= = > 。 

由( 3H ) ( )
00

lim
u

f u
u

β
→

= ，即对任意 0ε > ，存在 0δ > 使得 [ ]0,1 , 0t u δ∀ ∈ < < 时，有 ( ) 0f u u uβ ε− ≤ 。 

注意到 ( )0 0f = ，从而 Aθ θ= ，因此，对于 u E∈ ，当 u δ< 时，有 

( ) ( ) ( )( )
[ ]

( )( ) ( )0 00,1
max
t

Au t A Ku t K Fu u t K f u t u t K uθ β β ε
∈

− − = − ≤ − ≤ 。 

从而 0Au A Ku K uθ β ε− − ≤ 。故 0

0
lim 0
u

Au A Ku
u
θ β

→

− −
= ，即 0A Kθ β′ = ，不难得出 { }( )\K P Pθ

°
⊆ ，

可得 Aθ′强正且由 0 10 β λ< < 得 ( ) 0

1

1r Aθ
β
λ

′ = < 。 

至此引理 3 的所有条件满足，故算子 A 至少存在三个非零不动点，其中包含一个变号不动点。从而

边值问题(1)至少存在三个非零解，其中包含一个变号解。 
注：此结果的创新之处在于得到了变号解的存在性。 
推论：若定理 1 的条件满足，且 ( )f u 是奇函数，则边值问题(1)至少存在四个非零解，其中包含两个

变号解。 
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