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Abstract 
In this work, we present a visualization algorithm based on Centroidal Voronoi tessellation (CVT) 
for time-dependent flow field datum. The proposed method is based on the CVT-based visualiza-
tion algorithm for steady flow field datum. The proposed method has good computation cost of 
obtaining the CVT by inheriting the time layer generator. And by introducing short streamline ar-
rows to represent flow field datum, this method can avoid the reciprocal chiasma of straight arrow 
as well as can capture the features of flow field datum. Numerical examples demonstrate effectiveness 
and robustness of the centroidal Voronoi tessellation based visualization algorithm for typical 
flow field datum with eddies. 
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摘  要 

本文给出了一种基于CVT (Centroidal Voronoi Tessellation)的动态流场可视化方法。这种方法基于稳态
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流场的可视化方法，借助于不同时间层生成元的继承性，缩短了可视化的计算时间；同时，通过引入短

流线箭头，不但避免了直线箭头表示向量时相互交叉的问题，而且又更清楚地刻画了流场的特征。数值

算例表明了所给出的基于CVT动态流场可视化方法的有效性。 
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1. 引言 

科学计算可视化，是指将科学计算和实验获得的数据，转化为人们可以直接识别的图像或图形的行

为。通过数据可视化，人们可以直观地看出数据的特点、理解数据背后的本质，为后续的精确分析和处

理提供方向上的指导。通常的可视化过程可分为以下四个步骤：第一，数据过滤：主要包括预处理原始

数据、转换数据形式、滤掉噪声、抽取特征数据等；第二，映射：将过滤后的数据映射为几何元素，常

见的几何元素有点、线、面、图元、三维体图元等；第三，绘制：绘制几何元素，得到结果图像；第四，

反馈：显示图像并分析得到的可视化结果。这四步中尤以数据过滤最为关键，它不仅决定了过滤后的数

据是否能抓住问题的特征，而且过滤后数据量的大小直接影响着后面几步的处理时间。寻找最能代表数

据特征的数据是数据过滤的关键。 
在文献[1]中，Du 和 Wang 提出了一种基于 CVT (Centroidal Voronoi Tessellation)的稳态向量场可视化

方法。这种方法通过引入空间和向量场的距离函数来度量空间分布向量场的相似性。基于这样的距离，

向量场可以被自然地分类并找出其中典型代表。这种方法既有简单几何上的直观，又建立在 CVT 的最优

性质基础之上。这种方法描述简单，容易理解和实施。文献[2]基于计算 CVT 的多水平算法，发展了一种

快速的 CVT 可视化方法，这种方法要优于经典的 Lloyd 方法，可以做到对不同尺寸问题的一致收敛。在

文献[3]中，Liu 和 Lu 等人提出了流线 CVT 的概念，并给出了一种数值计算流线 CVT 的方法，这种方法

可以给出流线的最优位置来代表流场的几何特征。 
流场可视化是科学计算可视化的一个分支方向[4]，同时也是流体力学的重要部分。流场可视化推动了

计算流力学的快速发展。流场可视化用箭头、流线和粒子跟踪技术研究二维流场。在本文中，我们将文

献[1]中发展的基于 CVT 的可视化方法推广到动态流场的情形。借助于相邻时间层生成元的继承性，缩短

了可视化的计算时间。同时，通过引入短流线箭头，不但避免了直线箭头表示向量时相互交叉的问题，而

且又更清楚地刻画了流场的特征。数值算例表明了所给出的基于 CVT 的动态流场可视化方法的有效性。 
本文的结构安排如下，在第二节，我们将介绍文献[1]中发展的基于 CVT 的稳态流场数据可视化方法；

在第三节，基于生成元的继承性和引入短流线的表示方法，我们给出了针对动态流场数据的基于 CVT 的

可视化方法；在第四节，我们给出了几个动态流场的可视化结果；最后，我们给出了简单的总结。 

2. Delaunay 三角化和高维嵌入 

这里首先给出文献[1]中发展的基于 CVT 稳态流场的数据可视化方法，这是后面发展针对动态流场数

据可视化方法的基础。 

Open Access

 

DOI: 10.12677/aam.2018.71015 119 应用数学进展 
 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.71015
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


高天成，朱立永 
 

2.1. CVT 的定义及其计算方法 

我们从 CVT 的定义[5]开始： 
定义 1：对一个点集 nΩ⊆ R ，记 ( )1 2,d x x ∈R 为 1 2,x x 两点间的距离。一个划分可以由一组子集{ } 1

k
i i

V
=

表示。这个划分称为 CVT，如果满足： 

1) 对所有的子集 iV ， i jV V i j∩ =∅⇔ ≠ ，
1

k

i
i

V
=

= Ω


其中 iV ，Ω是 iV ，Ω的闭包。 

2) 每个子集的质心，记为{ } 1

k
i i

v
=
，恰好是整个 Voronoi 划分的生成元，即为： 

( ) ( ){ }| , , , .i i jV x d v x d v x j i= ∈Ω < ≠  

文献[5]中还以定理的形式提出了一种等价的基于能量的 CVT 的定义。定义能量积分为： 

( ) ( ) ( )2 , d .
iV

E x s d x s sρ= ∫  

若{ } 1

k
i i

v
=
是对应于{ } 1

k
i i

V
=
的 CVT 的质心即生成元 iv ，同时也是最小化能量积分的点。其中 ( )sρ 为密

度函数。 
如果生成元给定，就可以通过定义 1 中的等式生成 Voronoi 划分。同时，通过最小化能量积分函数，

可以直接得到这个划分的全部质心。尽管如此，直接生成 CVT 依然很困难，因为质心和生成元通常不重

合。在文献[5]中给出了如下的 CVT 生成算法： 
 

 
 

该算法的优点是简单，有效。其在一维空间中对 CVT 的收敛性由 Du Q.，Emelianenko M.，Ju L.等
在文献[6]中给出，对高维空间有一些弱收敛性[7] [8]。但是，通常 Lloyd 算法收敛很慢，在一维中证明了

其为线性收敛。因此，为了加快 Lloyd 算法的计算，可以使用过松弛移动[9]，拟牛顿方法[10]等方法来

提升计算效率。 
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2.2. 基于 CVT 的稳态流场可视化方法 

对一个简单点集，由算法\ref{al1}可以生成其对应的 CVT。在文献[5]中提出基于 CVT 的可视化应该

分成两个步骤：第一步由原始数据计算出对应的 CVT，第二步对生成可 CVT 通过合适的可视化策略绘

制成普通人可以直接理解的图片。但是对像流场一样相对复杂一点的集合，如果希望质心点能够表现更

多的信息，就应当将这些信息加入计算之中。一个直接的想法就是修改能量函数。 
对一个点集 ,n xΩ⊂ ∀ ∈ΩR ，加上其上的向量函数 ( ) my F x= ∈R 成为一个流场。为了最小化其上的

能量函数，可以使用稳态流场 CVT 生成算法。 
 

 
 

在该算法中假定密度是常数，即整个场是均匀的。这等价于 ( ) 1xρ ≡ 。对于场密度不为常数的情况，

可以简单地将算法中的质心计算式改为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

d d
,

d
i i

i i

V V
i i

V V

x F x x x x F x F x x
x y

x F x dx x F x F x x

ρ ρ

ρ ρ
= =
∫ ∫
∫ ∫

 

其中 1, ,i k=  。 
这种算法是基于 Lloyd 的方法，具有方法简单，收敛稳定的优势。 
之所以在可视化之前先进行 CVT 的处理而不直接对所有点进行描绘，其原因是希望通过 CVT 提取

流场的特征，去除不必要的冗余，避免关注点被掩盖。相比于其它的特征提取方法，CVT 是通过极小化

能量函数获得的，因而可以将能量函数相对应的距离函数导出的特征表现的最突出。 
在图 1 中我们对一个稳定的绕柱流场进行了可视化。图 1(左)中，将所有的数据点进行了绘制，而在
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图 1(右)中仅绘制了 CVT 的质心点。通过图 1(右)可以很明显的看出圆柱右侧的两个涡这一明显的特征，

而在图 1(左)中这一特征被过多的数据点掩盖了。这即是基于 CVT 的可视化的典型优势：消除冗余，保

留特征。 
通过 Lloyd 算法，可以得到一个误差足够小的 CVT。至此，得到了一组质心点和其上的单位向量。

如果只关心整个流场的流向，那么这就已经足够了，但如果同时对流速也有兴趣，那么就需要对这个单

位向量的模长进行修正。因为质心代表了整个区域的信息，所以在修正模长时一般选择一种有代表性的

长度，典型的有区域最大模长、最小模长，或者简单平均模长。为了与质心公式的加权方法匹配，文献

[1]中给出了加权平均模长的例子： 

( )1 d
i

i V
i

L F x x
V

= ∫ , 

或者 

( )( )1 221 d
i

i V
i

L F x x
V

= ∫ , 

对于非均匀场： 

( ) ( )( )
( )

1 22
d

d
i

i

V
i

V

x F x x
L

x x

ρ

ρ
=
∫

∫
. 

这样，通过将之前的单位向量 iy 修正为 *i iy L 。每个 *i iy L 的长度表征了整个区域内的向量的平均大

小，即可以更直观地表现出不同区域向量大小的区别。区域内向量的平均模长越大，则代表向量的长度

越大，反之平均模长越小，代表向量则越短。 

3. 基于 CVT 的动态流场数据可视化 
有时需要可视化一段时间的流场，从而观察其变化。但对于多个时间步，获得 CVT 的计算时间将会

是个很大的问题。为此，基于两个连续时间步的连续性，提出一种起始点{ } 1

k
i i

v
=
的选择方法来加速对动态

流场数据 CVT 的计算。 
考虑流场 F 发生变化时，能量函数 ( )E x 可以写成 ( ),E x F 即为流场和一组点的连续泛函。限制流场 

 

    
Figure 1. Flow around a pile 
图 1. 圆柱绕流 
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的区域不动，且由流场函数本身的连续性，可以得出流场函数空间为 ( )C Ω 的连续函数空间，故为内积

空间，于是可以定义流场函数空间中的距离。记一个连续变化的流场的场函数为 ( )F t ， t 为时间参数。

由流场变化性质可得 ( )F t 关于 t 连续。至此，对于两个连续时间步，即 t∆ 不大，则 F 变化不大，对于最

小化能量泛函的 x 来说亦不会有太大的移动。具体对应算法中质心的计算公式是区域内所有点关于向量

模和密度函数的加权平均，换言之，只要向量模，和密度函数变化不大，那么这个加权平均值也不会有

太大的改变。 
基于这一想法，提出了针对动态流场，快速生成一系列 CVT 的方法，从而进一步实现对动态流流场

的数据可视化。 

3.1. 动态流场 CVT 生成算法 

该算法在简单计算一系列稳态流场的基础上，改进了每个时间步初始 CVT 生成元的选取。通过这个

改进便可以将整体计算时间减少一半以上。表 1 和图 2 中展示了对同一动态流场相同终止条件下两种选

点方法的时间对比。 
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Table 1. Comparison on time cost 
表 1. 时间花费对比 

时间步 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 

非随机(s) 17 61 90 126 163 209 266 325 372 422 454 460 

随机(s) 17 111 197 294 387 479 572 692 808 920 1024 1162 

 

 
 Figure 2. Comparison on time cost with different generators choosen strategy 

  图 2. 不同生成元选择时间花费对比 
 

同时，由于对相邻时间步的 CVT 生成元进行了继承，在后一时间步中每一对 CVT 生成元的相对移

动可以很大程度上反映出这一时间步中流场的变化，即特征位置的移动。对于动态流场，通过继承上一

个时间步的生成元，可以在高效的同时更好的表现流场的特征变化。因为 CVT 的性质，生成元“倾向”

于聚集在对能量函数贡献较大的点附近。因此，生成元的移动能在一定程度上反映能量函数极值点的移

动。但是对于每个时间步随机选取初始生成元的情况，两个时间步之间的生成元没有关联性，最终很难

将两组生成元进行对应，因而割裂的整个动态流场的连续性关系，使得连续时间步时生成元跳跃极大，

十分不利于观察。 

3.2. 可视化策略——短流线 

对于动态流场的可视化，依然可以对每一个时间步沿用稳态流场的可视化策略：对向量长度进行恢

复，添加颜色表示额外信息。但在实际问题中，注意到在选点较多时，经常会出现向量的表示箭头的交 
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叉，导致可视化效果变差。对此，基于流场流线不相交的特性，提出向量的局部短流线箭头表示，从而

避免直接交叉，影响可视化效果。 
对于流场函数没有定义在连续空间的情况，可以通过插值得到每一个位置的向量函数近似值，从而

通过上述算法得到短流线。与此同时，短流线在整个区域的流向上有更好的表现，因为其沿着流线移动，

在流线变化剧烈的区域，典型的如涡流，能够更加清楚地表现出这些特征。 

4. 应用实例 

本节主要展示一些具体的基于 CVT 的流场数据可视化实例。其中的流场均为非稳态可压缩流场，由

非稳态可压缩 Navier-Stokes 方程控制[11]： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , ,,
,k k

k k

F U x t G U x t U x tU x t
t x x

∂ ∂ ∆∂
+ =

∂ ∂ ∂
 

其中U 代表守恒量， F 代表对流通量，G 代表粘性通量。 

4.1. 翼型周围流场可视化 

在图 3 中展示了一个无攻角匀速运动的二维翼形周边的流场。可以看出随着时间演化，机翼上侧速

度逐渐增大，而下侧则逐渐减小。这与文献[12]中的结果一致，表现出了翼型周围流场的变化情况。 
 

 

  
Figure 3. Variation of the flow field around a wing 
图 3. 翼型周围的流速变化 
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需要注意的是，不考虑具体问题地使用相同的距离函数和相同的可视化策略是十分危险的。很显然，

应该针对不同的特征选择合适的距离函数和可视化策略。在下一节中，图 4 左侧三幅图与右侧三幅图展

示了对同一个流场，不同距离函数和可视化策略所产生的巨大差别。 

4.2. 绕柱流场可视化 

图 4 描绘了一个绕柱流场的演化过程。流体在绕过刚体柱后先是平流，之后逐渐演变最终形成两个

涡，使用了 ( ) ( )
( )

2 ,
d

iV

d x s
E x s

F s
= ∫ 作为能量函数。使用这样的能量函数，CVT 生成元自动地聚集在了速度

较低的位置。左侧三张图中不对向量大小进行修正，直接绘制短流线，其结果是两个涡并不明显。而在

右侧三张图中，使用上文算法中提到的能量函数，同时取向量模长的倒数，并以此为基础步长绘制短流

线。可以看出，此时两个涡是十分明显的。 

5. 总结 

本文通过应用短流线和继承生成元的方法发展了一种针对动态流场的基于 CVT 的可视化方法。短流

线可以表达更多流场中的细节信息，继承生成元在缩短计算时间的同时，也能将流场的变化刻画的更加

明显。通过这两种方法，我们可以将整个流场的特征表现的更加清楚。 
相比于其他的可视化方法，基于 CVT 的可视化在全局可视化，算法可靠性，计算效率，适应性上有

一定的优势。许多的可视化方法倾向于通过选择一些特定的原始数据点来避免冗余信息，CVT 方法通过

生成新的代表点，即质心，来表征区域信息。这使得它可以不受原始数据点的束缚，来生成更加有代表

性的质心，从而更好的可视化整个流场。 
 

  

 
Figure 4. Flow around a pile 
图 4. 绕柱流 
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尽管如此，还有一些问题依然存在。基于 Lloyd 的 CVT 生成算法计算量大，收敛缓慢，需要大量的

时间迭代出最终结果，稳定快速的 CVT 生成算法仍然需要更多更深入的研究。同时，对不同的情况如何

选择可视化策略，目前只是基于经验地尝试不同的策略然后选择较好的。对此，如何针对性的选择合适

的可视化策略，将是一个值得深入研究的问题。 
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