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Abstract 
The matrix representations of Sturm-Liouville problems with eigenparameter-dependent boun-
dary conditions on time scales are investigated. By partitioning the time scales such that the coef-
ficients of Sturm-Liouville equation satisfy some certain conditions on corresponding time scales, 
the equivalences between Sturm-Liouville problems and a certain kind of matrix eigenvalue 
problems are obtained. 
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摘  要 

本文讨论了时标上带有谱参数边界条件的Sturm-Liouville问题的矩阵表示。通过分割时标T，使得在对

应时标上Sturm-Liouville问题的系数满足特定的条件，得出了所研究的Sturm-Liouville问题与一类矩阵

特征值问题之间的等价关系。 
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1. 引言 

近年来，边界条件中含有谱参数的 Sturm-Liouville (S-L)问题一直是数学物理领域中研究的热点。一

些物理问题例如热传导问题和边界在滑竿上的弦振动问题等，由于边界条件中含有谱参数，边界条件随

着谱参数的变化而变化，其特征值也会随着谱参数的变化而变化。学者们从其自共轭性的刻画，特征值

的分布，特征函数系的完备性以及反问题等诸多方面考虑，在该领域已经形成了比较系统的理论[1] [2] 
[3]。 

目前，许多学者对二阶 S-L 问题以及高阶边值问题的有限谱与矩阵表示问题进行了讨论[4] [5] [6] [7] 
[8]，这些结论不仅证明了文献[9]中 Atkinson 的猜想，同时也说明了具有有限谱的 S-L 问题与矩阵特征值

问题之间可以相互转化。 
然而，1988 年，德国数学家 Stefan Hilger 首次提出了时标的概念，得到了一种能够将离散和连续两

者结合起来，将微分方程和差分方程结合起来的理论新框架。由于时标在数学，物理等领域中的广泛应

用，随后又有一些学者对时标上的 S-L 问题从多方面进行了一系列研究[10] [11] [12]，而对于时标上边界

条件含有谱参数的 S-L 问题的矩阵表示还没有相应的结论。因此，本文利用文献[11]的方法，讨论了时标

上带有谱参数边界条件的 S-L 问题的矩阵表示，在特定条件下得出两类问题之间的等价关系。 
本文结构如下：在引言之后，第二部分给出了时标 [ ] { } [ ], ,a b c d e= ∪ ∪Τ 上带有耦合型谱参数边界条

件的矩阵表示的结论并给与了证明，同时得出带有分离型谱参数边界条件下的相应结论，第三部分得出

了时标上矩阵特征值问题的带有谱参数边界条件的 S-L 问题表示。 
主要讨论时标上带有谱参数边界条件的 Atkinson 类型的 S-L 问题与矩阵特征值问题 

DX WXλ=                                       (1) 

之间的等价关系。 
考虑如下 S-L 方程 

( )
[ ] { } [ ]

,

, , , ,

py qy wy

a b c d e a b c d e

σ σλ
∆∆− + =

= ∪ ∪ −∞ < < < < < < +∞Τ
                      (2) 
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( )1, , , ,prdr q w C
p

λ∈ = ∈C Τ                                (3) 

带有一般耦合型谱参数的边界条件 

( ) ( ) 0, ,
y

A Y a B Y e Y
pyλ λ ∆

 
+ = =  

 
                             (4) 

其中 

3 3 4 41 1 2 2

3 3 4 41 1 2 2

, ,A Bλ λ

λα α λα αλα α λα α
λβ β λβ βλβ β λβ β

′ ′′ ′ + ++ +   
= =    ′ ′′ ′ + ++ +   

 

且 , , , , 1, 2,3, 4i i i i iα α β β′ ′∈ =R ，满足条件 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

2, 2,

2, 2.

rank rank

rank rank

α α α α α α α α
β β β β β β β β

α α α α β β β β
α α α α β β β β

′ ′ ′ ′   
= =   ′ ′ ′ ′   

   
= =   ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′   

 

设 ,u y v py∆= = ，则方程(2)可以表示为 

( ), , .u rv v q w u tσλ∆ ∆= = − ∈T                              (5) 

以下是本文用到的有关时标的基本概念： 
定义 1.1 [11] 时标 T 为 R 中的一个非空闭子集。 t∀ ∈T ，定义前跳算子 σ 为 :σ →T T ，

( ) { }inf :t s s tσ = ∈ >T ； 后 跳 算 子 ρ 为 ( ) { }: , sup ,t s s tρ ρ→ = ∈ <T T T 。 其 中 ， inf sup∅ = T ，

sup inf∅ = T 。 

定义 1.2 [11] t∀ ∈T ，若 supt < T，且 ( )t tσ = ，则 t∈T 称为右稠密(rd)的；若 inft > T，且 ( )t tρ = ，

则称 t∈T 为左稠密(ld)的；若 ( )t tσ< ，则称 t∈T 为右分散(rs)的；若 ( )t tρ> ，则称 t∈T 为左分散(ls)的。

步长函数 [ ) ( ) ( ): 0, , :t t tµ µ σ→ ∞ = −T 。 

定义 1.3 [11] 记 { }\ bκ =T T ，b 为T的最大值且为左分散的，否则 κ =T T 。设函数 : ,f t κ→ ∀ ∈T C T ， 

( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

lim , 0,

, 0,

s t

f s f t
t

s t
f t

f t t
t

t

σ

µ

µ
µ

→
∆

 −
= −=  − >



 

其中， ( ) ( )( )f t f tσ σ= 。 
定义 1.4 [11] 函数 :f →T C为 rd 连续的，是指它在左稠密的点处极限存在，右稠密的点处连续，rd

连续的函数记为 ( )rdC T ；函数 :f →T C为 prd 连续的，是指它在左稠密的点处极限存在，在除有限个右

稠密的点处均为连续的，prd 连续的函数记为 ( )prdC T 。 
若 ( ) ( )F t f t∆ = ， t κ∈T ，则在时标Τ上定义 f 的积分 

( ) ( ) ( ) , , .
b

a
f F b F a a bτ τ∆ = − ∈∫ T  

2. 时标上带有谱参数边界条件的 Sturm-Liouville 问题的矩阵表示 

定义 2.1 时标上的 S-L方程称为是 Atkinson类型的，如果对于任意的正整数 1, 1m n≥ ≥ 存在对时标T
的分割： 
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0 1 2 2 2 1

0 1 2 2 2 1

,
,

m m

n n

a a a a a a b
d b b b b b e

+

+

= < < < < < =

= < < < < < =





                            (6) 

使得 

( )

( )

2 1

2

2 1

2

2 2 1

2 2 1

1 0, , , 0, 0,1, , ,

1 0, , , 0, 0,1, , ,

k

k

i

i

a
k k a

b
i i b

r t a a w k m
p

r t b b w i n
p

+

+

+

+

= = ∈ ≠ =

= = ∈ ≠ =

∫

∫





                     (7) 

以及 

( )

( )

2 2

2 1

2i 2

2 1

2 1 2 2

2 1 2 2

0 , , , 0, 0,1, , 1,

0 , , , 0, 0,1, , 1.

k

k

i

a
k k a

b
i i b

q w t a a r k m

q w t b b r i n

+

+

+

+

+ +

+ +

= = ∈ ≠ = −

= = ∈ ≠ = −

∫

∫





                   (8) 

定义 2.2 时标上带有谱参数边界条件的 S-L 问题(2)，(3)为 Atkinson 类型的，如果方程(2)是 Atkinson
类型的。一个 Atkinson 类型的含有谱参数边界条件的 S-L 问题称为与矩阵特征值问题是等价的，如果它

们有相同的特征值。不妨设 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 2 1

2 1 2 2

2 2 1 2 1

2 1 2 2

1

1

1 1 1 1 1

1

, 1, 2, , ; , , 0,1, , ;

, 1, 2, , ; , , 0,1, , .

, , , , ,
ˆ ˆ ˆ, , , .

k k k

k k k

i i i

i i i

a a a
k k ka a a

b b b
i i ib b b

m n m n m

n

p r k m q q w w k m

p r i n q q w w i n

p p b p p e q q b q q e w w b

w w e p p c q q c w w c

+ +

−

+ +

−

−

−

+ + + + +

+

= = = = =

= = = = =

= = = = =

= = = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

  
 

 



             (9) 

由(7)，(8)可知对于(5)的任何解 u 和 v，u 在 r 恒等于零的子区间上为常数，而 v在 q 和 w 恒等于零的子区

间上为常数。由此可令： 

( ) [ ] ( ) [ )2 2 1 2 2 1, , , 0,1, , 1, , , ,k k k m m mu u t t a a k m u u t t a a+ += ∈ = − = ∈  

( ) ( ) ( ] ( ) [ ]0 0 1 2 2 1ˆ , , , , , , , 1, 2, , .i i iu u c u u t t b b u u t t b b i n+= = ∈ = ∈ = 
             (10) 

( ) [ ] ( ) [ ]2 1 2 2 1 2, , , 1, , , , , , 1, , .k k k i i iv v t t a a k m v v t t b b i n− −= ∈ = = ∈ =
   

并设 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 1 2 1

0 0 1 2 1

, ,

ˆ , , .
m m

n n

v v a v a v v a v b

v v c v v b v d v v b v e
+ +

+ +

= = = =

= = = = = 

                   (11) 

引理 2.3 对方程(5)的任何一组解 ,u v 有 

( )1 , 1, 2, , ,k k k kp u u v k m−− = =                                 (12) 

( )1 , 0,1, , ,k k k k kv v u q w k mλ+ − = − =                            (13) 

( )( )0 0ˆ ˆ ˆ ,v v u q w d cλ− = − −                                     (14) 

( )1 , 1, 2, , ,i i i ip u u v i n−− = =   
                                  (15) 

( )1 , 0,1, , .i i i i iv v u q w i nλ+ − = − =    
                              (16) 

反 之 ， 对 于 系 统 (12)~(16) 的 任 一 组 解 , 0,1, ,ku k m=  ， , 0,1, , 1kv k m= + 和 , 0,1, ,iu i n=
 ，
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, 0,1, , 1iv i n= +
 ， ˆ ˆ,u v ，存在方程组(5)的唯一解 ( )u t 和 ( )v t 满足(10)和(11)。 

证明 证明可参考[5]。  ■ 
下面讨论时标上带有耦合型谱参数边界条件(4)的 S-L 方程的矩阵表示。 
定理 2.4 设 S-L 方程(2)满足带有耦合型谱参数的边界条件(4)，定义 ( ) ( )5 5m n m n+ + × + + 矩阵 

2 1 3 4

1 1

1 1 2 2

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 2 2

1 1

2 1 3 4

1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

1

m m m m

m m
m m

m m

n n n n

n n

p p
p p p p

p p p p
p pp p
c b c b

p p p pP
c b c b d c d c

p p p p
d c d c

p p p p

p p p p
p p

α α α α

β β β β

− −

+ +

+ +

− −

− − − − 
 −
 − + −


 − + −

 − + − − −
= − + − − − − −

 − + −
 − −
 − + −



− + −
 − −
− − − −

  

 

   

  

   

 

























(17) 

和对角矩阵 

( ) ( )( )0 1 1 0 1ˆ0, , , , , , , , , ,0m m nQ diag q q q c b q d c q q q q+= − − +   
                  (18) 

以及矩阵 

( )
( )

2 1 3 4

0

1

0

1

2 1 3 4

.
ˆ

m

m

n

w

w
c b w

W
d c w w

w

w

α α α α

β β β β

+

′ ′ ′ ′ 
 
 
 
 
 
 −
 =

− + 
 
 
 
 
 
 ′ ′ ′ ′ 











            (19) 

则带有谱参数边界条件的 S-L 问题(2)~(4)与矩阵特征值问题 

( )P Q U WUλ+ =                                   (20) 

等价，其中 [ ]T0 0 1 0 1ˆ, , , , , , , , ,m n nU v u u u u u u v +=   
  。此外，同一特征值的带有谱参数边界条件的 S-L 问题的

特征函数 ( )u t 与矩阵特征值问题(20)的特征向量U 之间存在关系式： 

( ) [ ]2 2 1, , , 0, , 1,k k ku t u t a a k m+= ∈ = −  
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( ) [ ) ( ) ( ]2 2 1 0 0 1, , , , , ,m m mu t u t a a u t u t b b+= ∈ = ∈  

( ) [ ] ( )2 2 1 ˆ, , , 1, 2, , , .i i iu t u t b b i n u c u+= ∈ = =
  

证明 首先，系统(12)~(16)与以下系统等价： 

( ) ( )1 1 0 0 0 0 0 ,p u u v u q wλ− − = −                                           (21) 

( ) ( ) ( )1 1 1 , 1, 2, , 1,k k k k k k k k kp u u p u u u q w k mλ+ + −− − − = − = −                 (22) 

( ) ( )1 1 ,m m m m m m mv p u u u q wλ+ −− − = −                                      (23) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ,m m m mp u u p u u c b d c u q wλ+ + +− − − = − − −                     (24) 

( ) ( )1 1 0 0 0 0 0 ,p u u v u q wλ− − = −                                                 (25) 

( ) ( ) ( )1 1 1 , 1, 2, , 1,i i i i i i i i ip u u p u u u q w i nλ+ + −+ − − = − = −        
                     (26) 

( ) ( )1 1 .n n n n n n nv p u u u q wλ+ −− − = −                                              (27) 

事实上，若假设 , 0,1, 2, ,ku k m=  和 , 0,1, 2, , 1kv k m= + 是系统(12)，(13)的解。则(21)~(23)可由(12)，
(13)得到。同理，(25)~(27)可由(15)，(16)通过假设 , 0,1, ,iu i n=

 和 , 0,1, 2, , 1iv i n= +
 为系统(15)，(16)

的一组解而得到。(24)可由(14)通过假设 ˆ ˆ,u v 为系统(14)的解以及文献[11]而得到。另一方面，若设

, 0,1, ,ku k m=  是系统(21)~(23)的一组解。则 0v 和 1mv + 可分别由(21)和(23)得出。再令 , 1, 2, ,kv k m=  是由

(12)所定义。则利用(21)并反复利用(22)进行逐步推导可得到(13)，同理可得(15)，(16)。因此由引理 2.3，
方程(5)的任何解，从而也是方程(2)的解，被系统(21)~(27)的解唯一决定。由边界条件(4)，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0 2 2 0 3 3 4 4 1

1 1 0 2 2 0 3 3 4 4 1

0,

0.
n n

n n

u v u v

u v u v

λα α λα α λα α λα α

λβ β λβ β λβ β λβ β
+

+

′ ′ ′ ′+ + + + + + + =

′ ′ ′ ′+ + + + + + + =

 

 

               (28) 

由文献[11]又有 

1 1
1 ˆ,m m

m m
p pv u u
c b c b

+ +
+ = − +

− −
 

( )( )0 0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,p pv u d c q w u

d c d c
λ = − + + − − − − 

   

通过选取向量 [ ]T0 0 1 0 1ˆ, , , , , , , , ,m n nU v u u u u u u v +=   
  ，并由(21)~(28)即可得到两类问题之间的等价性。■ 

将带有谱参数的耦合型边界条件(4)变形即可得到带有分离型谱参数的边界条件 

( ) ( ) 0, ,
y

A Y a B Y b Y
pyλ λ ∆

 
+ = =  

 
                            (29) 

其中 

1 1 2 2

1 1 2 2

0 0
, ,

0 0
A Bλ λ

λα α λα α
λβ β λβ β

′ ′+ +   
= =    ′ ′+ +   

 

, , , , 1, 2i i i i iα α β β′ ′∈ =R ，满足 1 2
1

1 2

0
α α

θ
α α

= ≠
′ ′

， 1 2
2

1 2

0
β β

θ
β β

= ≠
′ ′

， λ 为谱参数，则可得到以下推论。 

推论 2.5 设 S-L 方程(2)满足带有分离型谱参数边界条件(29)，定义 ( ) ( )5 5m n m n+ + × + + 三对角矩阵 
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2 1

1 1

1 1 2 2

1 1

1 1

1 1
1

1 1

1 1 2 2

1 1

1 2

1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

1

m m m m

m m
m m

m m

n n n n

n n

p p
p p p p

p p p p
p pp p
c b c b

p p p pP
c b c b d c d c

p p p p
d c d c

p p p p

p p p p
p p

α α

β β

− −

+ +

+ +

− −

 
 − 
 − + −
 
 
 − + −
 
 − + − − − 
 = − + − − − − −
 
 − + −
 − −
 − + −



− + −
 − −

 

  

 

   

  

   

 










(30) 

和对角矩阵 

( ) ( )( )1 0 1 1 0 1ˆ0, , , , , , , , , ,0m m nQ diag q q q c b q d c q q q q+= − − +   
                  (31) 

以及“几乎对角”(除了(1,2)和(m+n+5,m+n+4)位置上有非零元素外为对角矩阵)矩阵 

( )
( )

2 1

0

1
1

0

1

1 2

.
ˆ

m

m

n

w

w
c b w

W
d c w w

w

w

α α

β β

+

′ ′− − 
 
 
 
 
 
 −
 =

− + 
 
 
 
 
 
 ′ ′− − 











          (32) 

则带有分离型谱参数边界条件(29)的 S-L 问题(2)，(3)与矩阵特征值问题 

( )1 1 1 1 1P Q U WUλ+ =                                  (33) 

等价，其中 [ ]T1 0 0 1 0 1ˆ, , , , , , , , ,m n nU v u u u u u u v +=   
  。此外，所有特征值为几何单重的，同一特征值的含有

谱参数边界条件的 S-L 问题的特征函数 ( )u t 与矩阵特征值问题(33)的特征向量U 之间存在关系式： 

( ) [ ] ( ) [ )2 2 1 2 2 1, , , 0, , 1, , , ,k k k m m mu t u t a a k m u t u t a a+ += ∈ = − = ∈   

( ) ( ) [ ] ( )0 0 1 2 2 1 ˆ, ( , ], , , , 1, 2, , , .i i iu t u t b b u t u t b b i n u c u+= ∈ = ∈ = = 
  

证明 同定理 2.4。  ■ 
以下定理说明每一个 Atkinson 类型的方程与一个以分段常值函数为系数的方程是等价的。 
定理 2.6 设方程 (2) ， (3) 是 Atkinson 类型的，并设 , 1, 2, ,kp k m=  ， , 1, 2, ,ip i n=

 , 以及

, , 0,1, ,k kq w k m=  ， , , 0,1, ,i iq w i n= 
 由(9)给出，定义时标 T上的分段函数 , ,p q w如下： 
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( )

( ) [ ]
[ )

( )

( ) [ ]
[ )

( )

( )

[ )

2 2 1 2 1 2

2 2 1

2 1

2 2 1 2 1 2

2 2 1

2 1

2 2 1
2 1 2

, , , 1, 2, , ,

, , , 0,1, , ,

, ,
ˆ , ,

, , , 1, 2, , ,

, , , 0,1, 2, , ,

, ,

, , , 0,1

k k k k k

k k

m

i i i i i

i i

n

k
k k

k k

p a a t a a k m

t a a k m

p b t a
p t p t c

p b b t b b i n

t b b i n

p e t b

q t a a k
a a

q t

− −

+

+

− −

+

+

+
+

 − ∈ =

∞ ∈ =
 ≠ ∞ =
= =
 − ∈ =
∞ ∈ =

 ≠ ∞ =

∈ =
−

=










[ ]

( ]

[ ]

( )

[ )

[ ]

( ]

2 1 2

2 2 1
2 1 2

2 1 2

2 2 1
2 1 2

2 1 2

2 2 1
2 1 2

, , ,

0, , , 1, 2, , ,
ˆ, ,

, , , 0,1, , ,

0, , , 1, 2, , ,

, , , 0,1, , ,

0, , , 1, 2, , ,
ˆ , ,

, ,

k k

i
i i

i i

i i

k
k k

k k

k k

i
i i

i i

m

t a a k m
q t c

q t b b i n
b b

t b b i n

w t a a k m
a a

t a a k m
w t w t c

w t b b
b b

−

+
+

−

+
+

−

+
+




 ∈ =
 =

 ∈ =

−
 ∈ =

∈ =
−

∈ =

= =

∈
−

















[ ]2 1 2

, 0,1, , ,

0, , , 1, 2, , .i i

i n

t b b i n−








 =

 ∈ =





                    (34)

 

设谱参数边界条件(4)满足。则时标上边界条件含有谱参数的 S-L 问题(2)，(3)与分段常值函数为系数的方

程 

( ) [ ] { } [ ], , , ,py qy wy t a b c d eσ σλ
∆∆− + = ∈ = ∪ ∪T                      (35) 

以及同样的谱参数边界条件(4)所构成的 S-L 问题有相同的特征值。 
证明 显然，两个不同的 S-L 问题(2)~(4)和(35)，(3)，(4)，决定相同的 ˆ, 1, 2, , , , , 1, 2, ,k ip k m p p i n= =

  ，

以及 ˆ ˆ, , 0,1, , , , , , , 0,1, ,k k i iq w k m q w q w i n= = 
  。因此由定理 2.4 及推论 2.5 可知，在包含谱参数边界条件

(4)的情况下，两个不同的 S-L 问题与矩阵特征值问题等价，所以它们有相同的特征值。              ■ 

3. 矩阵特征值问题的时标上带有谱参数边界条件的 S-L 问题表示 

接下来给出矩阵特征值问题 

DX HXλ=                                      (36) 

的具有 Atkinson 类型的含有谱参数边界条件的 S-L 问题表示。其中 ( )ijD d= 是 l l× 实三对角或“几乎对

角”矩阵且满足 , 1 0, 2,3, , 2i id i l+ ≠ = − ，而 ( )ijH h= 为 l l×  “几乎对角”矩阵且满足 0, 2,3, , 1jjh j l≠ = − ，

这是本文另一个重要结论，它是定理 2.4 的逆过程。 
定理 3.1 令 4l > ，设 D 为 l l× 实“几乎三对角”矩阵(除了 ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 , 1, , ,1 , , 2l l l l− 上有非零元素之

外为三对角矩阵) 
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11 12 1, 1 1

22 23

, 1 , , 1

, 1 1, 1 1, 2

1, 2 2, 2 2, 3

1, 2 1, 1

1 2 , 1

1

,

1

l l

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

l l l l

l l l l ll

d d d d
d d

d d d
d d dD

d d d

d d
d d d d

−

− +

+ + + + +

+ + + + + +

− − − −

−

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 −
 
 

  

  

             (37) 

其中 2 3k l≤ ≤ − ， ,1 ,ijd i j l∈ ≤ ≤R ， , 1 0, 2,3, , 2j jd j m+ ≠ = − ， 21 1d = ， 1, 1l ld − = − 。而 H 为 l l×  “几

乎对角”矩阵 

11 12 1, 1 1

22

1, 1

1 2 , 1

,

l l

l l

l l l l ll

h h h h
h

H
h

h h h h

−

− −

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

                              (38) 

其中 0, 2,3, , 1jjh j m≠ = − ，矩阵 ,D H 的第一行和最后一行元素满足 

11 12 1, 1 1 11 12 1, 1 1

1 2 , 1 1 1 , 1
2, 2,l l l l

l l l l ll l l l l ll

d d d d h h h h
rank rank

d d d d h h h h
− −

− −

   
= =   

   
 

11 12 1, 1 1 1 2 , 1

11 12 1, 1 1 1 2 , 1
2, 2.l l l l l l ll

l l l l l l ll

d d d d d d d d
rank rank

h h h h h h h h
− −

− −

   
= =   

   
 

则对固定的 ( ) ( )ˆ ˆ,w w c q q c= = 矩阵特征值问题(36)有 Atkinson 类型的含有谱参数边界条件的 S-L 问题表

示，其形式为 S-L 问题(2)，(4)。且给定时标 T的一个固定分割(6)，矩阵特征值问题(36)在(9)的符号意义

下有唯一的具有(35)，(4)形式的 S-L 问题的表示。 
证明 令 3, 2m k n l k= − = − − ， [ ] { } [ ], , ,a b c d e a b c d e= ∪ ∪ −∞ < < < < < < ∞Τ 。首先定义谱参数边

界条件(4)中的各个参数，为此设 1 12dα = − ， 2 11dα = − ， 3 1, 1ldα −= − ， 4 1ldα = − ， 1 12hα′ = ， 2 11hα′ = ， 3 1, 1lhα −′ = ，

4 1lhα′ = ，以及 1 2ldβ = − ， 2 1ldβ = − ， 3 , 1l ldβ −= − ， 4 lldβ = − ， 1 2lhβ ′ = ， 2 1lhβ ′ = ， 3 , 1l lhβ −′ = ， 4 llhβ ′ = 。按

照(6)定义 [ ] { } [ ], ,a b c d e= ∪ ∪Τ 的一个分割。然后构造 [ ] { } [ ], ,a b c d e∪ ∪ 上的分段常值函数 , ,p q w，使得

满足(7)，(8)。下面定义(7)，(8)中在 [ ] { } [ ], ,a b c d e∪ ∪ 的子区间上不为零的函数值，其中 ( ) ( )ˆ ˆ,w w c q q c= =

为固定的。为此，令 

( )1, 2 1 2, 3, 1, 2, , , ,i i i m m mp d i m p d c b+ + + + += − = = − −  

( )3, 4 3, 4ˆ , , 1, 2, , ,m m j j m j mp d d c p d j n+ + + + + += − − = − =
  

2. 2 1 3, 3
1, 0,1, , , ,i i i m m mw h i m w h

c b+ + + + += = =
−

  

( )0 4, 4 4, 4ˆ , , 1, 2, , ,m m j j m j mw h d c w w h j n+ + + + + += − − = = 
  

以及 

0 22 1 2, 2 1, , 1, 2, , 1,i i i i iq d p q d p p i m+ + += − = − − = −  
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( ) ( )( )
3, 31 1

2, 2 1 2

ˆ
, ,m mm m

m m m m m

dp p pq d p q
c b c b d c c bc b

+ ++ +
+ + += − − = − −

− − − −−
 

4, 4 1 4, 4, 1, 2, , 1, ,j j m j m j j n m n m n nq d p p j n q d p+ + + + + + + + += − − = − = −    
  

( )0 4, 4 1
ˆ ˆ.m m
pq d p d c q

d c+ += − − − −
−

   

则按照(34)定义 ( ) ( ) ( ), ,p t q t w t 。这样的函数 , ,p q w为时标 T上满足(7)，(8)的分段常值函数。而方程(35)
为 Atkinson 类型的，且将 , ,p q w 对应换为 , ,p q w时满足(9)，可看出问题(36)与问题(20)形式相同。因此，

由定理 2.4，矩阵问题(36)与含有谱参数的 S-L 问题(2)-(4)等价。定理剩下部分的证明可由定理 2.6 得出。  
■ 

注：当 3 4 1 2 0α α β β= = = = ，且 1 2 1 2 1 2 1 20, 0α α α α β β β β′ ′ ′ ′− ≠ − ≠ 时，含有谱参数的耦合型边界条件就

变为分离的情形了。证明如定理 3.1。 
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