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Abstract 
In this paper, the first-order necessary conditions based on the cross-Gramian are presented for 
the discrete-time Single-Input-Single-Output (SISO) systems. First, by using the cross-Gramian, the 
H2-norm of the error system is obtained. Then, according to the Sylvester equations satisfied by 
the cross-Gramian, the gradients are obtained with respect to the coefficient matrices of the re-
duced order system. Finally, due to the gradients of the H2-norm of the error system, the 
first-order necessary conditions based on the cross-Gramian are achieved. Meanwhile, the re-
duced order system is accordingly obtained. 
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摘  要 

针对单输入单输出(SISO)离散时间系统，本文提出了基于交叉Gram矩阵的一阶必要条件。首先，应用交
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叉Gram矩阵，得到误差系统的H2范数；然后，根据交叉Gram矩阵所满足的Sylvester方程，得到了误差

系统H2范数关于降阶系统系数矩阵的梯度；最后，根据误差系统H2范数的梯度，得到了基于交叉Gram
矩阵的一阶必要条件。与此同时，得到降阶系统。 
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1. 引言 

近年来，描述大型或复杂动力系统方程的维数不断提高，给工程人员的理论分析和仿真模拟带来了

巨大的挑战。长期以来，研究人员一直致力于寻求能够降低原始系统的维数，并且可以保持原始系统的

结构特性、稳定性和无源性等性质的方法。模型降阶方法就是一种构造低阶近似系统的方法。它可以降

低对大规模系统的理论分析难度、计算损耗以及仿真模拟时间，因此，它被广泛应用于高新技术产业和

工程技术领域。目前模型降阶方法已被广泛研究，如正交多项式模型降阶方法[1] [2]，平衡截断模型降阶

方法[1] [3] [4]，Krylov 子空间模型降阶方法[1] [5]，以及本征正交分解模型降阶方法[1] [6]等。 
离散系统的模型降阶方法已被越来越多的研究人员所关注。[4]提出了线性时不变离散时间系统在频

率域上的平衡截断模型降阶方法，分析了频率域区间上的可控和可观 Gram 矩阵，以及这两个 Gram 矩阵

分别满足的 Lyapunov 方程。对于离散时间双线性系统，[7]和[8]应用平衡截断技术，分别从时间域和频

率域两个方面构造了降阶系统，分析了原始系统和降阶系统的误差界。对于离散时间切换系统，[9]应用

离散时间切换系统的可控和可观 Gram 矩阵，通过平衡截断模型降阶方法，构造了离散时间切换系统的

降阶系统，同时给出了原始系统与降阶系统的误差界。由此可见，在构造降阶系统的过程中，Gram 矩阵

发挥了重要的作用。 
最优 H2 模型降阶方法是一类重要的模型降阶方法，受到了许多研究人员的关注。[10]通过求解

Lyapunov 方程，提出了连续系统 H2 最优的一阶必要条件，即 Wilson 条件。[11]不仅提出了连续系统的

Hyland-Bernstein 条件，而且还证明了 Wilson 条件与 Hyland-Bernstein 条件的等价性。[12]定义了多输入

多输出(MIMO)离散时间系统的 H2 范数。由于应用 Wilson 条件与 Hyland-Bernstein 条件求解降阶系统，

需要求解 Lyapunov 方程计算量较大，所以[12]提出通过切线差值条件构造降阶系统，同时证明了离散时

间系统的Wilson条件与 Hyland-Bernstein条件是等价的。由于H2范数可以由可控和可观Gram矩阵表示，

所以[13]应用一阶扰动方法研究了连续MIMO误差系统的梯度，得到了切线插值条件。由于应用交叉Gram
矩阵构造降阶系统，需求解的 Lyapunov 方程个数相对较少。受此启发，我们研究了 SISO 离散时间系统

基于交叉 Gram 矩阵的 H2 最优模型降阶方法。 
针对渐近稳定的 SISO 离散时间系统，本文提出了基于交叉 Gram 矩阵的 H2 最优模型降阶方法。首

先，将误差系统的 H2 范数表示为交叉 Gram 矩阵的形式；然后，基于降阶系统系数矩阵的一阶扰动，我

们得到了误差系统 H2 范数的梯度；最后，应用误差系统 H2 范数的梯度，我们提出了 SISO 离散时间系统

基于交叉 Gram 矩阵的一阶必要条件，并由此得到降阶系统。为了求解降阶系统，我们用到了交叉 Gram
矩阵，这也为求解渐近稳定的 SISO 离散时间系统的降阶系统提供了方法。 
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2. 预备知识 

考虑如下线性时不变 SISO 离散时间系统 

1x x ,
:

x ,
k k k

k k

A Bu
y C

+ = +
Σ  =

                                    (1) 

其中 Rn nA ×∈ ， 1RnB ×∈ ， 1R nC ×∈ 分别是状态矩阵，输入和输出向量， ku ， Rky ∈ 和 x Rn
k ∈ 分别代表

了系统在时间 kt 处的输入，输出和状态。设初值 0 0x = ，对系统(1)进行 Z 变换，我们得到传递函数 

( ) ( ) 1
nH z C zI A B−= −

。
 

如果 A 的所有特征值均在单位圆内，则称系统(1)是渐近稳定的。在以后的讨论中，我们始终假设(1)
是渐近稳定且可控和可观的系统。 

我们旨在构造渐近稳定且可控和可观的 SISO 降阶系统 

1
ˆ ˆˆ ˆx x ,ˆ :

ˆˆ x̂ ,
k k k

k k

A Bu

y C
+

 = +Σ 
=

 

其中 ˆ R r rA ×∈ ， 1ˆ R rB ×∈ ， 1ˆ R rC ×∈ 且 r n 。 

( )H z 的 H2 范数可以被定义为 

( ) ( ) ( )( )
2

2π2 *
0

1 trace e e d
2π

i i
H

H z H Hθ θ θ= ∫ ， 

其中 ( )*⋅ 代表共轭转置， ( )trace ⋅ 表示矩阵的迹。由于系统(1)是 SISO 系统， ( ) ( )( ) ( ) 2*trace e e ei i iH H Hθ θ θ= 。

在下面的推导中，因为要用到迹的性质，所以迹没有省略。系统的 H2 范数也可以通过 Gram 矩阵表示为 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 T Ttrace trace trace
H

H z B QB CPC CRB= = = ， 

其中 ( )( )T

0

t t

t
P A B A B

∞

=

= ∑ 和 ( ) ( )T

0

t t

t
Q CA CA

∞

=

= ∑ 分别代表系统(1)的可控和可观 Gram 矩阵，并且满足

Lyapunov 方程 
T TAPA BB P+ = 和 T TA QA C C Q+ =  

令 ( )( )
0

t t

t
R A B CA

∞

=

= ∑ 代表系统(1)的交叉 Gram 矩阵。R 满足 Lyapunov 方程[14] 

BC ARA R+ = ， 

对于 SISO 系统， 2R PQ= 成立。 
构造误差系统 

{ }
0 ˆ, , , ,ˆ ˆ0e e e

A B
A B C C C

BA

      = −          
， 

存在传递函数 ( ) ( ) ( )ˆE z H z H z= − ，假设误差系统的交叉 Gram 矩阵 eR 存在分块形式 ˆe

R X
R

Y R
 

=  
 

，并且

满足 Sylvester 方程 

e e e e e eB C A R A R+ = 。 

根据矩阵的分块形式，上式可以改写为 
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0 0ˆ
ˆ ˆˆ ˆ ˆ0 0

A AB R X R X
C C

B Y R Y RA A
        

 − + =         
        

。                    (2) 

从上面的等式可以得到 

BC ARA R+ = ， 

ˆ ˆAXA BC X− = ，                                   (3) 
ˆB̂C AYA Y+ = ，                                    (4) 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆARA BC R− = 。                                    (5) 

误差系统的 H2 范数可由交叉 Gram 矩阵 eR 表示为 

( ) ( ) ( )
2

2 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆtrace trace traceˆ ˆe e eH

R X B
E z C R B C C CRB CXB CYB CRB

Y R B

    
 = = − = + − −          

, 

由(4)和(3)， ( )ˆtrace CXB 可改写为 

( ) ( )( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆˆtrace trace trace traceCXB Y AYA X BCY CYB= − = − = − 。 

我们得到 ( )E z 的 H2 范数 

( ) ( )
2

2 ˆˆ ˆ ˆtrace 2
H

E z CRB CXB CRB= + −                              (6) 

( )ˆ ˆ ˆ ˆtrace 2CRB CYB CRB= − − 。                           (7) 

我们已经得到了误差系统基于交叉 Gram 矩阵的 H2 范数。在接下来的讨论中，我们将应用上述 H2

范数的表达式，研究基于交叉 Gram 矩阵的一阶必要条件。  

3. 基于交叉 Gram 矩阵的一阶必要条件条件 

应用基于交叉 Gram 矩阵的 H2 范数表达式，我们将研究 SISO 离散时间系统基于交叉 Gram 矩阵的一

阶必要条件。由前面的假设可知，原始系统 Σ和降阶系统 Σ̂都是渐近稳定的时不变最小实现系统，则可

以得到误差系统的 H2 范数关于 Â ， B̂ 和 Ĉ 的梯度。首先给出实标量函数关于实矩阵变量的梯度定义。 
定义 3.1 实标量函数 ( )f X 的梯度是一个实矩阵 ( ) Rn p

X f X ×∇ ∈ ，被定义为[13] 

( ) ( )
,

,

d , 1, , , 1, ,
dX i j

i j

f X f X i n j p
X

∇ = = =     ， 

其中 Rn pX ×∈ 。 ( )f X + ∆ 可以表示为 

( ) ( ) ( )2( ),Xf X f X f X O+ ∆ = + ∇ ∆ + ∆ , 

其中 ( ) ( )( )( )T
, traceX Xf X f X∇ ∆ = ∇ ∆ 。 

应用上述定义以及 Lyapunov 方程，我们可以得到误差系统 H2 范数关于降阶系统系数矩阵的梯度。 
定理 3.2 令 ( ) ( )

2

2ˆ ˆˆ, ,
H

J A B C E z= ，则 ( )ˆ ˆˆ, ,J A B C 的梯度
ÂJ∇ ，

B̂ J∇ 和
Ĉ J∇ 分别为 

( )T

ˆ
ˆˆ ˆ2A J YAX RAR∇ = + ， ( )T

ˆ
ˆ ˆ2B J CX CR∇ = − 和 ( )T

ˆ
ˆ ˆ2C J RB YB∇ = − + ， 

其中 R̂ ，X 和 Y 满足方程(3)~(5)。 
证明：首先计算

ÂJ∇ 。将 Â 扰动到 ˆ
ˆ

AA+ ∆ ，相应地，X，Y 和 R̂ 分别被扰动为 XX + ∆ ， YY + ∆ 和 ˆ
ˆ

RR + ∆ ，
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它们满足 

ˆ ˆˆ ˆ

0 0ˆ
ˆ ˆˆ ˆˆ 0 0

X X

Y YR RA A

A AR X R XB
C C

Y R Y RA AB

+ ∆ + ∆       
 − + =          + ∆ + ∆ + ∆ + ∆+ ∆ + ∆              

。        (8) 

将(8)和(2)做比较，我们可以得到 X∆ ， Y∆ 和
R̂∆ 满足方程 

ˆ
ˆ

Y YAA A YA∆ + ∆ = ∆ ， 

ˆ
ˆ

X XAAX A A∆ + ∆ = ∆ ，                                 (9) 

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

R RA AAR A A RA∆ + ∆ + ∆ = ∆ 。                             (10) 

应用 ( )E z 的 H2 范数表达式(6)，则关于 Â 的一阶扰动 J∆ 可以表示为 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆtrace 2 trace 2

ˆˆ ˆ2trace trace .

A

X R

X R

J J A B C J A B C

CRB C X B C R B CRB CXB CRB

C B C B

∆ = + ∆ −

= + + ∆ − + ∆ − + −

= ∆ − ∆

 

应用(4)和(9)， ( )ˆtrace XC B∆ 可以表示为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )ˆ
ˆ ˆˆtrace trace trace traceX X X X AC B Y AYA Y A A YAX∆ = ∆ − = ∆ − ∆ = ∆ 。 

由(5)和(10)，我们得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆtrace trace trace trace 2traceR R R A A AC B BC ARA R R RA AR RAR∆ = ∆ = ∆ − = − ∆ + ∆ = − ∆ 。 

因此， ( ) ( )( ) ( )T

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2trace 2trace 2 ,A A A AJ YAX RAR YAX RAR YAX RAR∆ = ∆ + ∆ = + ∆ = + ∆ ，进一步，我

们有 

( )T

ˆ
ˆˆ ˆ2AJ YAX RAR∇ = + 。 

接下来我们通过扰动 Ĉ 到 ˆ
ˆ

CC + ∆ 计算
Ĉ J∇ 。相应地，X 和 R̂ 将分别被扰动为 XX + ∆ 和 ˆ

ˆ
RR + ∆ ，并

且它们满足 

ˆ
ˆ ˆ

0 0ˆ
ˆ ˆˆ ˆˆ 0 0

X X

C
R R

R X R XA AB
C C

Y R Y RB A A

+ ∆ + ∆       
 − − ∆ + =          + ∆ + ∆           

。             (11) 

将(11)和(2)做比较，可以得到
Ĉ∆ ， X∆ 和

R̂∆ 满足 

ˆ
ˆ

X XCA A B∆ − ∆ = ∆ ， 

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

R RCA A B∆ − ∆ = ∆ 。                                  (12) 

考虑 ( )E z 的 H2 范数表达式(7)。关于 Ĉ 的一阶扰动 J∆ 可以被表示为 

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆtrace 2 trace 2

ˆ ˆ ˆ ˆtrace 2 .

C

RC C

R C C

J J A B C J A B C

CRB C YB C R B CRB CYB CRB

C B RB YB

∆ = + ∆ −

= − + ∆ − + ∆ + ∆ − − −

= − ∆ + ∆ + ∆

 

由(5)和(12)，得到 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆtrace trace trace traceR R R R CC B ARA R R A A RB∆ = ∆ − = ∆ − ∆ = ∆ 。 

因此 

( ) ( )
( )( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

T

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆtrace 2 trace 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2trace 2 , .

R C C C C C

C C

J C B RB YB RB RB YB

RB YB RB YB

∆ = − ∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ + ∆

= − + ∆ = − + ∆
 

进一步得到 

( )T

ˆ
ˆ ˆ2C J RB YB∇ = − + 。 

最后，类似于
Ĉ J∇ 的计算过程，J 关于 B̂ 的梯度 

( )T

ˆ
ˆ ˆ2B J CX CR∇ = −  

成立。综上所述，定理结论成立。证毕。 
在定理 3.2 中，我们得到了误差系统 H2 范数关于 Â ， B̂ 和 Ĉ 的梯度。在接下来的讨论中，我们将研

究基于交叉 Gram 矩阵的一阶必要条件，以及构造相应的降阶系统。 
定理 3.3 设在 J 的每一个稳定点处 R̂ 可逆，则 

TÂ W AV= ， TB̂ W B= 和 Ĉ CV= ， 

其中 T 1ˆW R Y−= − ， 1ˆV XR−= 且 T
rW V I= 。X，Y 和 R̂ 满足 Sylvester 方程(3)~(5)。 

证明：因为 J 在稳定点处关于 Â ， B̂ 和 Ĉ 的梯度为零，所以 

( )T

ˆ
ˆˆ ˆ2 0AJ YAX RAR∇ = + = ， ( )T

ˆ
ˆ ˆ2 0C J YB RB∇ = − + = 和 ( )T

ˆ
ˆ ˆ2 0B J CX CR∇ = − =  

成立。由于 R̂ 可逆，有 
1 1ˆ ˆ ˆA R YAXR− −= − ， 1ˆ ˆB R YB−= − 和 1ˆ ˆC CXR−= 。 

于是，我们定义 T 1ˆW R Y−= − ， 1ˆV XR−= 。下证， T
rW V I= 成立。 

在(4)的左右两边同时右乘 X，得到 

ˆB̂CX AYAX YX+ = 。                                (13) 

由于 ˆ ˆCX CR= ， ˆˆ ˆYAX RAR= − ，(13)可以被改写为 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆBCR ARAR YX− = 。                                (14) 

在(14)的左右两边同时右乘 1R̂− ，得到 
1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆBC ARA YXR−− = 。                                (15) 

将(15)与(5)做比较，得到 1ˆ ˆYXR R− = − 。进一步， 2ˆ 0R YX+ = ，则 
T 1 1ˆ ˆ

rW V R YXR I− −= − =  

成立。综上所述，定理结论成立。证毕。 
定理 3.3 的结论表明了 Â ， B̂ 和 Ĉ 是关于 R̂ ，X 和 Y 的函数，即 

{ } { }1 1 1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,A B C R YAXR R YB CXR− − − −= − − ， 

其中 R̂ ，X 和 Y 可以通过 Sylvester 矩阵方程(3)~(5)得到。这为求解渐近稳定的 SISO 离散时间系统的降
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阶系统提供了方法。 

4. 结论 

针对渐近稳定的 SISO 离散时间系统，本文提出了基于交叉 Gram 矩阵的 H2 最优模型降阶方法。首

先，我们推导了基于误差系统交叉 Gram 矩阵的 H2 范数；然后，研究了误差系统的 H2 范数关于降阶系

统系数矩阵的一阶扰动；最后，根据一阶扰动的表达式，得到了误差系统的 H2 范数关于降阶系统系数矩

阵的梯度，以及基于交叉 Gram 矩阵的一阶必要条件。降阶系统可由一阶必要条件构造。在求解降阶系

统的过程中，我们用到了交叉 Gram 矩阵，这也为求解渐近稳定的 SISO 离散时间系统的降阶系统提供了

方法。 
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