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Abstract 

Regularization is an important topic in inverse problems. Proper selection of regularization terms 
is essential for solving inverse problems. Image restoration is a typical inverse problem, so the 
discussion of regularization is also necessary for image restoration. Three regularization models, 
Tikhonov regularization, total variation regularization and gradient L0 regularization are intro-
duced. Examples are given to restore grayscale and RGB images. It is found that denoising with 
Tikhonov regularization can produce blurring, while denoising with total variation regularization 
can preserve the boundary and the detail information; however, the L0 regularization smoothing 
is more sensitive to noise. 
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摘  要 

正则化是反问题中的一个重要课题，恰当地选取正则化项对于反问题的求解至关重要。图像复原是一个

典型的反问题，因此正则化项的探讨对于图像复原也非常必要。介绍了Tikhonov正则、全变分正则及梯

度的L0正则等三种正则化模型，分别给出算例对灰度图和RGB图进行了复原处理。发现Tikhonov正则化

去噪时会产生模糊；全变分正则化去噪能较好地保持边界；而L0正则化平滑方法对噪音比较敏感。 
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1. 引言 

1.1 背景 

图像的传播利用与人们的生活密切相关。然而，受传输过程中硬件性能的局限，经过传递后的图像

可能会产生降质，如携带噪音、产生模糊或者缺损等等。为了得到比较理想的图像，人们需要对这些退

化了的图像进行一些处理。基于变分法的图像处理方法是一类重要的方法，已经被广泛研究，例如，基

于变分法的图像去噪[1] [2] [3] [4] [5]、图像平滑[6] [7]、图像去模糊[8] [9] [10] [11]、图像填补[12] [13]
等等。本文针对不同的图像处理目的，列出几种带有不同正则化项的变分图像处理方法加以分析和比较，

揭示其中的规律，以便于更进一步的研究。 

1.2. 数字图像 

本文所研究的图像均指数字图像，着重研究对灰度图像和 RGB 图像的处理问题。灰度图的每个像素

点上只有一个采样，而该采样的值的取值范围是 0~255，将取值为 0 时的黑色和取值为 255 的白色之间

划分成 256 个灰度级。而 RGB 图则包括红色、绿色、蓝色三个通道，每个像素点对应一个向量(R, G, B)，
分别代表该点在“红、绿、蓝”三个通道上的灰度值。每个通道的最大亮度级是 255，而通道中的最小

亮度级是 0。 
定义在平面几何区域 Ω 上的数字图像在数学上用一个空间二元函数 ( ),u i j 表示，其中 ( ),i j ∈Ω，

( ) [ ], 0, 255u i j ∈ 。为方便研究，通常选 Ω为矩形区域，这时，灰度图和 RGB 图分别用一个二维矩阵和三

维矩阵表示。 

1.3. 图像复原 

图像复原指的是用各种方法对降质的图像进行处理，从而尽可能地恢复原始图像的图像处理过程。

常见的图像复原方法有：图像去噪、平滑、去模糊和填补等等。本文以图像去噪为例，研究一幅带有加

性噪音的图像 

f u n= +                                        (1) 
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其中，f 指的是带有噪音的降质图像，u 表示未受噪音污染的原始图像，而 n 代表一个均值为零的高斯白

噪音。图像去噪的目的就是建立一个数学模型，以 f 为基础反解出 u。图像处理的效果很大程度上取决于

所建立的数学模型。即使对同一幅图像，利用不同的数学模型，求出的结果可能会有很大的差别。所以，

图像复原的前期，人们必须尽量利用已知的先验信息来建立一个恰当的数学模型。 
建立好模型后，图像复原就成了数学上逆问题的求解。最简单的求解办法就是用最小二乘法，即求

解如下的最小二乘模型 
2

2min
u

u f−                                       (2) 

这里，f 指的是降质的图像，u 代表将要被复原的图像。(2)式的目的是不让被复原的图像偏离降质图

像太多，但这可能会造成图像的过度拟合。而且，由于(2)式的目标项没有其它的约束项，所以得到的结

果可能不唯一。因此，最小二乘法是一个不适定的方法，通常还需在(2)式中添加具有先验约束作用的正

则化项来提高复原效果。本文介绍三种常见的正则化图像处理方法，分析比较三种处理后结果的特点，

以便于有针对性地选择合适的正则化项来处理图像。 

2. 正则化图像复原方法 

2.1. Tikhonov 正则——用图像梯度的 L2模的平方做正则化项 

图像的边界给人们提供了非常重要的视觉信息，因此，在图像复原时，所提出的模型要能够尽可能

地保留这些边界信息。而图像边界的梯度一般是比较大的，于是人们考虑对图像梯度加以约束。首先取

梯度的 L2 模的平方最小作为正则约束条件，转换为无条件的近似问题就是如下模型： 

2 2

2 2

1min
2 2u

u u fλ
∇ + −                                 (3) 

其中，第一项称为 Tikhonov 正则项，第二项是保真项，λ是一个用来平衡正则项和保真项的正常数，当

λ趋于无穷大时，模型(3)的解就可以无限接近约束最小化问题的解了。为求解 Tikhonov 正则化模型(3)，
我们求解其对应的 Euler-Lagrange 方程 

u u fλ λ− ∆ =                                    (4) 

对(4)式做离散化处理。 
假设平面矩形区域有 N M× 个像素点，利用向前差分将拉普拉斯算子离散为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 1, 4 , , 1 , 1u i j u i j u i j u i j u i j u i j∆ = + + − − + + + − , 1 ,1i M j N< < < < ,  

对边界进行镜像延拓得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2, 3 1, 1, 1 1, 1u j u j u j u j u j∆ = − + + + − , 1 j N< <  

( ) ( ) ( ) ( )1,1 2,1 2 1,1 1,2u u u u∆ = − + , 

类似可得当 { }, 1,i M j N= ∈ 时拉普拉斯算子的离散化表达式。 
于是，由(4)式离散解得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1, 1, 1, , 1 , 1 ,
4 4

u i j u i j u i j u i j u i j f i jλ
λ λ

= + + − + + + − +
+ +

 

设 0 0u = ，利用 Jacobi 迭代法求解 u，有： 

( )1
, 1, 1, , 1 , 1 ,

1 , 0,1,
4 4

k k k k k
i j i j i j i j i j i ju u u u u f kλ

λ λ
+

+ − + −= + + + + =
+ +

                    (5) 
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结果见数值算例 1。由算例 1 可以看出，去噪的同时带来很大的模糊。 

2.2. Total Variation (TV)正则——用图像的 TV 模(即图像梯度的 L1模)做正则项 

2.2.1. 背景 
由于 Tikhonov 正则化项可导，因此 Tikhonov 正则化模型比较简单易求。但是由数值算例 1 可以看

出，该方法在去除图像噪音的同时会产生很严重的模糊。为了克服这个问题，1992 年，Rudin，Osher，
和 Fetamin 等人提出了一种新的正则化模型——ROF (分别取三人姓名的首字母)模型[1]。ROF 模型采用

图像梯度的 L1 模做正则约束，即 

2

1 2min
2u

u u fλ
∇ + −                                   (6) 

其中
1u∇ 是 u 的梯度的 L1 模，也称为 u 的全变分(total variation，简写为 TV)。因此，(6)式所代表的模 

型被称为基于 TV 的正则化去噪模型。TV 正则项的引入使得在获取最佳图像的同时要限定总变差最小，

因此，图像中的水平或者铅直的边界会被很好保持。相比用 Tikhonov 正则化去噪，用 TV 正则化模型去

噪，效果更好模糊更少。ROF 模型具有保持边界的良好性质，自提出以来受到了广泛地关注，大量的学

者提出了多种改进的求解方法。2004 年，Chambolle [2]提出一种对偶投影法求解 ROF 模型。该法将 TV
正则化模型(6)对应的欧拉–拉格朗日方程做等价变形，把原始问题的求解转化为对偶空间上的一个投影

问题的求解。该法简单快速，去噪效果很好。传统的去噪方法在去除噪音的同时都会丢掉一些有用的细

节信息，为此，Osher 等人 2006 年提出了一个基于 Bregman 距离的 Bregman 迭代规则算法[3]，该法在每

次迭代求解时都会加入前一步处理中丢弃的噪音。因为在被丢弃了的噪音项中会包含图像的部分边界和

细节信息，所以，加入这些被丢弃的信息，就可能会使后面的结果更接近原始图像。鉴于噪音较重时直

接回带去除噪音效果不理想，2017 年童将 Bregman 迭代规则算法和 Chambolle 的对偶投影法结合提出了

一个加权噪音回带的去噪音模型[4]，该法先给 Bregman 迭代规则算法的噪音回带项配以一个权重系数，

然后再用 Chambolle 的对偶投影法来求解每一单步，去噪效果优于两种方法中的任意一种方法。本文的

TV 正则化部分的算例都将用此法实现。 
为了将两种方法统一起来，童将加权去噪算法的目标方程变为： 

( )

2
1 1 2

1artmin
2k ku BV

u u g b u
λ+ ∈ Ω

 = ∇ + + − 
 

                           (7) 

2.2.2. 算法 
 

L1梯度最小化算法 

输入：图像 g,均重系数 β，均衡系数 0 0λ λ= >  

初始化： 0 0, 0b k← ←  
循环迭代： 
用 Chambolle 的投影法求解(7) 式得 

( )1k k K ku g b g bλπ+ = + − +                                           (8) 

迭代更新： 

( )1k k K kb b g bλβπ+ = + +                                            (9) 

直到： 1k ku u tol+ − < ，tol 是容许误差 

输出：结果图 1ku + . 
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2.3. 稀疏正则——用梯度的 L0模做正则项 

2.3.1. 背景 
前面，我们介绍了两种正则化的去噪方法：Tikhonov 正则化去噪法和 TV 正则化去噪方法。这两种

方法分别以图像梯度的 L2 模的平方和图像梯度的 L1 模作为正则项。Tikhonov 正则化模型具有一定的去

噪能力，但是会带来很大的模糊，而 TV 正则化去噪模型能够有效去除噪音并保护水平和铅直边界。为

了更好的提取图像的边界信息，2011 年，徐立等人提出了一种基于图像梯度 L0 模的正则化图像稀疏平滑

模型[6]。该方法以图像梯度的 L0 模作为正则项，对总体梯度的非零数加以限定，不仅可以平滑掉内部低

幅细节和纹理而且还能有效地保护图像的全局主要边界，从而提高了图像边界的识别度，便于边界检测

等更进一步的图像处理。2018 年何等人提出了一个截断 L0 正则化平滑方法[7]，改进了[6]的结果。本文

我们着重介绍文章[6]提出的梯度的 L0 模图像稀疏平滑模型： 

( )2

2min
S

S I C Sλ− +                                  (10) 

其中，I 为输入图像，S 为平滑后的图像， ( )C S 代表非零梯度的个数(即梯度的 L0 模) 

( )C S = { }0x p y pp S S∂ + ∂ ≠                              (11) 

2.3.2. 算法 
通常，梯度的 L0 模计算比较困难，徐等人给出了一种的精巧的稀疏梯度计数格式，使 L0 模最小化

问题(10)得到了很好的解决。 
首先，引入两个辅助变量 ,p ph v 替换 ,x yS S∂ ∂ ，将目标变为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2

, ,
min ,p p x p p y p pS h v p

S I C h v S h S vλ β
 

− + + ∂ − + ∂ − 
 
∑                 (12) 

这里，β 是一个自适应参数，用来控制 ( ),p ph v 和 ( ),x p y pS S∂ ∂ 的近似程度，其值越大，误差越小。引入

分裂迭代法，对(12)的求解转化为两个子问题的迭代求解。
 

子问题 1：计算 S 
将目标函数(12)中含 S 的项分离出来，得到子问题 

( ) ( ) ( )( )2 2 2
min p p x p p y p pS p

S I S h S vβ
 

− + ∂ − + ∂ − 
 
∑                      (13) 

利用快速傅里叶变换，算出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1

x y

x x y y

F I F F h F F v
S F

F F F F F

β

β

∗∗

−
∗∗

 + ∂ + ∂ 
=  

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ 
 

                     (14) 

上式中的 F 表示快速傅里叶变换， ( )F ∗
表示复共轭， ( )1F 表示狄拉克函数的傅里叶变换。由于引入了

快速傅里叶变换，(14)式只需在傅里叶域上的进行做逐个像素的加、乘和除法运算而不需要处理矩阵逆的

问题，因此比原始方程的求解更简单。 
子问题 2：计算 ( ),h v  
新的子问题为： 

( ) ( )( ) ( )2 2

,
min ,x p p y p ph v p

S h S v C h vλ
β

 
∂ − + ∂ − + 

 
∑                       (15) 
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此时， ( ),C h v 返回 h v+ 的非零元素个数。将上式中的最小化问题转化到在每一个像素上处理，然

后再连加得： 

( ) ( )( ) ( )2 2

,
min ,

p p
x p p y p p p ph vp
S h S v H h vλ

β
 

∂ − + ∂ − + 
 

∑                     (16) 

此时，正则化函数变成了一个二值函数： 

( )
1 0

,
0 0

p p
p p

p p

h v
H h v

h v

 + ≠= 
+ =

                              (17) 

 
L0梯度最小化算法 

输入：图像 I，光滑权系数 λ，参数 0 max,β β ，比率 κ 

初始化： 0, , 0S I iβ β← ← ←  

循环迭代： 

对于已知的 ( )iS ，利用(17)式求解 ( ) ( )( ),i i
p ph v ； 

对于已知的 ( ) ( )( ),i i
p ph v ，利用(14)式求解 ( )1iS +  

β κβ← ， i + +  

直到： maxβ β>  

输出：结果图 S. 

3. 数值算例 

算例 1. 用三种模型分别对 256 × 256 个像素的 Lena 灰度图做测试，结果如图 1 所示。左上图是加了

高斯白噪音的 Lena 图，噪音均方差为 12。右上图显示的是用 Tikhonov 正则化方法做了 10 次迭代计算后

的结果，这里，我们取 0.01λ = 。左下图是用 TV 正则化去噪方法处理的结果。在 TV 正则化算法中，取

0.0001, 0.1λ β= = ，做了 1 次外部 Bregman 迭代和 10 次投影迭代。右下图是用 L0 平滑方法处理的结果，

我们使用徐立的代码计算，调用 L0 Smoothing 函数时，取平滑参数为 0.005， 2κ = 。通过比较我们发现，

Tikhonov 正则化方法去噪图像有明显的模糊。而 TV 正则化方法不但可以较好地保持大部分的边界，没

有造成太大的模糊。用 L0 正则化法求解后可以抹掉细节并且可以很好地保持边界。 
算例 2. 仿照算例 1，对 512 × 512 个像素 Lena 的 RGB 彩色图像进行了处理。分别在 R、G、B 三个

通道上调用L0Smoothing函数进行平滑(参数设置同算例 1)，再调用 cat( )函数将各个通道的处理结果合并，

结果见图 2。 
算例 3. 本算例对两幅 545 × 500 个像素的蝴蝶花和虞美人花分别进行了 L0 平滑实验，结果见图 3。

图 3 中第一行左右两边各是蝴蝶花和虞美人花。第二行给出的是用 L0 平滑方法处理的结果，蝴蝶花瓣上

大部分比较浅的细小线条被抹去了，主要边界被完整地保留；而虞美人花瓣上大部分不规则纹理也被平

滑掉了，较大的纹理边界被保留了下来。第三行是利用 sobel 算子提取的边界取反后的得到的边界图像。 
算例 4. 考察 L0 平滑方法对噪音的敏感性，结果见图 4。图 4 第一行(a)图是 256 × 256 的 Lena 原图，

(b)-(f)是带不同程度噪音的六幅图，其噪音水平见表 1。图 4 中第二行和第三行分别是调用 L0 Smoothing
函数对第一行图像的平滑结果，平滑参数分别取 0.005 和 0.01，其 PSNR 值见表 1 第二、三行。容易看

出，当平滑参数取 0.005 时，对低噪音平滑效果比较好，而对高噪音图像的平滑效果较差；二当平 
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左上图：256 × 256 个像素的 Lena 图像；右上图：Tikhonov 正则化去噪结果；左下图：TV 正则化

去噪结果；右下图：L0稀疏正则化结果 

Figure 1. Noisy image and the processing results of a gray image 
图 1. 噪音图和处理结果 

 

 

 
左上图：512 × 512 个像素的图像，添加了均方差 sigma = 12 的高斯白噪音；右上图：Tikhonov 正则

化结果；左下图：TV 去噪结果；右下图：L0平滑结果 

Figure 2. Noisy image and the processing results of a RGB images 
图 2. RGB Lena 图像的噪音图和处理结果 
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第一行图：545 × 500 个像素的两幅图像；第二行图：L0平滑的结果；第三行图：对

平滑后的图像提取的边界 

Figure 3. L0 smoothing and sketching 
图 3. L0平滑和边界提取 

 

 
第一行：待平滑的图像，噪音程度见表 1 第一行；第二行：平滑参数取 0.005 时的平滑结果，PSNR 值见表 1 第二

行；第三行：平滑参数取 0.01 时的平滑结果，PSNR 值见表 1 第三行 

Figure 4. Images with different noise levels and their L0 smoothing results 
图 4. 带不同程度高斯白噪音的图像及其 L0平滑结果 
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Table 1. Noise levels and PSNR values after L0 smoothing (unit: dB) 
表 1. 噪音程度及 L0平滑后的 PSNR 值(单位：dB) 

(a) (b) (c) (d) (e) (f) 

Inf 28 25 23.54 21.56 20.63 

29.0256 28.8467 27.9730 26.1940 23.4210 22.0867 

26.4466 26.6078 26.7883 26.5907 25.3244 24.1226 

 
滑参数取 0.01 时，对高噪音的图像平滑效果相对较好而对低噪音图像的平滑效果不好。但总的来说噪音

越重平滑函数对噪音的去除效果越差。 

4. 结论和展望 

本文讨论了三种正则化图像处理方法，其中 Tikhonov 正则化方法对噪音去除有一定的效果，但是，

由于它是对中心像素周围像素做加权和，因此会带来图像的模糊。而 TV 正则化方法，由于运用了图像

梯度的 L1 模，所以在去除噪音的同时能保持图像的边界和细节，尤其是水平和铅直边界。TV 正则化去

噪法的去噪效果非常明显，同时不会引起严重的像素模糊，因此是比较好的去噪方法。而 L0 平滑法能够

去除图像的大部分细节，保持全局主要边界信息，有利于对图像进行轮廓提取或者对图像做版画处理等

艺术加工，但是对噪音比较敏感。 
本文仅以图像去噪为例，只针对三种具有单一的正则项的模型进行了讨论。未来还可以对以下两方

面问题进行探讨： 
1) 含有其他单个正则项的方法； 
2) 含单个正则项的图像处理模型和含多个正则项的图像处理模型的对比分析。 
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