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Abstract 
Polynomial approximation in the mathematical analysis and numerical approximation theory has 
an important position; it has been widely used in engineering calculation and the actual life. And 
the study of the numerical method for solving the integral differential equation is one of the im-
portant subjects exists in every field. This paper mainly based on Legendre polynomial rebuilding 
the reproducing kernel, through the “Gram-Schmidt”, the approximate solution of the equation is 
given. At the same time, it gives three numerical examples of Volterra-Fredholm integral differen-
tial equation. Compared with the traditional methods of reproducing kernel, we further verified 
that our method was effective and had high precision. All numerical calculations are given by the 
Mathematica 8.0 software. 
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摘  要 

多项式逼近在数学分析和数值逼近理论中具有重要的地位，它已广泛应用于工程计算和实际生活中。而
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且关于积分微分方程数值解法的研究一直是存在于各领域的重要课题。本文主要基于Legendre多项式重

新构建再生核，通过Gram-Schmidt给出方程的近似解。同时，给出三个Volterra-Fredholm积分微分方

程的数值算例，与传统的再生核方法进行数值比较，进一步验证了我们方法是有效的，且具有很高的精

度。所有数值计算都是通过数学软件Mathematica8.0给出。 
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1. 引言 

当今社会发展迅速，逼近的思想几乎渗透到所有生产生活领域。在当今这个时代，函数逼近理论更

是不可或缺，它不仅可以研究各个函数的性质、而且在函数零点的研究、数值积分的构造及求解微分方

程、积分方程等方面都有广泛的应用。 
多项式逼近理论是数学分析中非常有研究价值的一个课题。一般地，而函数思想就是用较简单的函

数近似代替定区间上较为复杂的连续函数，但由于计算机在运算方面存在局限性，我们通常选取多项式、

有理分式或三角多项式逼近去计算复杂函数值。这是因为它们的实际意义相对较大，特别是多项式。多

项式不仅计算上比较容易，求导、求积分相对简单。因此，用多项式逼近函数在数值近似理论、工程计

算以及生产生活中都有着广泛的应用。 
长期以来，积分微分方程深受各国学者的关注[1]-[11]。因为此类方程常常成功地运用在高能物理及

生物医学工程等方面，帮助描述相关物理现象及规律。那么如何求解这类方程就变成了必不可少的研究

课题。但对于积分微分方程其精确解往往通过较复杂的函数构造的，即使这类方程可以求其精确解，但

也是少数，而且无法用数值表示，特别是某些非线性的方程。所以研究此类方程的数值解尤为必要。 
本文基于 Legendre 多项式，重新构造再生核，并通过再生核相关理论进一步给出混合积分微分方程

的数值解。为此我们考虑下列混合型积分微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

11
1 2 3 1 20 0

, d , d ,0 1

0 , 1 ,0 , 1.

xn n

i j
i j

q x u x q x u x q x u x k t x u t t k t x u t t f x x

u u i j nα β

− + + + + = ≤ ≤

 = = ≤ ≤ −

∫ ∫       (1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 1, , , , , , ,q x q x q x k t x k t x f x 为已知的连续函数， ,i jα β 为常数， ( )u x 为未知函数。 

2. 勒让德多项式 

当区间为 [ ]1,1− ，权函数 ( ) 1xρ = 时，对{ }1, , , ,nx x� � 正交化处理得到的多项式称为 Legendre 多项

式．记 ( ){ } 0n n
P x

∞

=
，这些多项式满足 

( ) ( )1

1

2d ,
2 1n mP x P x x

n−
=

+∫                                    (2) 

为了使这些多项式投射到 [ ]0,1 区间上，我们通过作变换： 2 1x t= − ，则 ( ) ( )2 1n nP x P t= − 称其为移位
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Legendre 多项式。记 ( ) ( )2 1n nP t L t− = ，显然 ( ){ } 0n n
L t

∞

=
在区间 [ ]0,1 上带权函数 ( ) 1xρ = 正交，即 

( ) ( )1

0
2 1 2 1 d 1.n mn L t n L t t+ + =∫                                 (3) 

( )iL t 有如下的递推关系 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1

0 1

2 1 2 1
, 1,2,

1 1
1, 2 1.

i i i
i iL t L t L t i

i i
L t L t t

+ −

+ −
= − =

+ +
= = −

�
                         (4) 

n 阶移位的 Legendre 多项式的一般表达式为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2
0

!
1 ,

! !

0 1 , 1 1.

in n i
n

i

n
n n

n i t
L t

n i i

L L

+

=

+
= −

−

= − =

∑
                                  (5) 

经过线性变换后，我们令 ( ) ( )2 1n nQ x n L t= + ， ( ){ } 1

n
n i

Q x
=
是标准正交基。 

3. 造核 

定义：设 H 是 Hilbert 空间，B 是某个数集，若存在二元函数 ( ),K s t ，使得 s B∀ ∈ ，都有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,s sf s f t K t f t H K t H= ∀ ∈ ∈ ，则称 ( ),K s t 为 H 的再生核核，此时 H 为再生核空间。 

引理：H 是有限维的 Hilbert 空间， ( ){ } 1

n
i i

e t
=
是 H 的标准正交基，即 

( ) ( )
( )
( )

0
, ,

1i j ij

i j
e t e t

i j
δ

≠= = 
=

                                 (6) 

则有 ( ) ( ) ( )
1

,
n

i j
i

K s t e t e s
=

= ∑ 为 H 的再生核。 

证明： ( ) ( )
1

n

i i
i

f t c e t
=

∀ =∑ ，故 
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∑ ∑
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                            (7) 

得证。 

3.1. 构造再生核空间(RKM) 

由上述定理知 H 是有限维的 Hilbert 空间， ( ){ } 1

n
n i

Q x
=
是 H 的标准正交基，则 ( ) ( ) ( )

1
,

n

n m
i

K x y Q x Q y
=

= ∑
为 H 的再生核。具体表达式如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 23 2 1 3 2 1

, 1 3 2 1 2 1 5 2 1 .
2 2 n m
x y

K x y x y n Q x Q y
− −

= + − − + + + +�             (8) 
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3.2. 近似解的表示 

对于方程(1)中非齐次边值条件需齐次化处理。 
令 ( ) ( ) 2 1

1 2 3
n

nv x u x a a x a x a x −= + + + + +� ，则方程(1)转化为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

11
1 2 3 1 20 0

, d , d ,0 1

0 0, 1 0,0 , 1.

xn n

i j

q x v x q x v x q x v x k t x v t t k t x v t t f x x

v v i j n

− + + + + = ≤ ≤

 = = ≤ ≤ −

∫ ∫  (9) 

对于齐次化后的初边值条件，我们放到再生核空间中，放核过程见文献[12]。 
完全系的构造 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1 2 3 1 20 0

, d , d ,
xn nAv q x v x q x v x q x v x k t x v t t k t x v t t−= + + + +∫ ∫           (10) 

方程(9)转化为 

( )( ) ( ).Av x f x=                                       (11) 

其中 A 是线性可逆算子。 

令 ( ) ( ), , 0,1, 2,
i

i y y x
x A K x y iψ

=
= = �且 ( ) ( ) ( ), , , , 1, 2,

j
j i x y x x

x x A A K x y i jψ ψ
=

= = �此时， ( ){ } 1i i
xψ

∞

=

是完全函数系。具体证明见文献[12]。对此完全系做 Gram-Schimdt，我们可以得到标准正交基 ( ){ } 1i i
xψ

∞

=
� ，

( ) ( )
1

, 1, 2,
i

i ik i
k

x x iψ β ψ
=

= =∑� �其中 ikβ 为正交化系数。 

定理：设 ( )v x 为方程(11)的解，则 ( ) ( ) ( )
1 1

i

ik k i
i k

v x f x xβ ψ
∞

= =

= ∑∑ � � 。 

证明： 
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方程的近似解为： 

( ) ( ) ( )
1 1

.
n i

n ik k i
i k

v x f x xβ ψ
= =

= ∑∑ � �                                  (13) 

故方程(1)的近似解为 

( ) ( ) ( ) 2 1
1 2 3

1 1
.

n i
n

n ik k i n
i k

u x f x x a a x a x a xβ ψ −

= =

= − − − − −∑∑ � � �                      (14) 

4. 数值算例 

算例 1 (见文献[13]) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 4 3 2
0 0

1 1 1 13 172 d d ,
12 6 2 6 12

0 1,0 1 ,
0 1, 1 1.

x
xu x xu x u x x t u t t x t u t t x x x x

x t
u u

 ′′ ′− + − − − + = − − − +
 < < < <
 = =

∫ ∫
 

精确解 ( ) 21u x x x= + − 。 

本算例我们将基于 Legendre 多项式重新构建再生核函数与传统的再生核法进行数值计算得到的数值

结果见图 1，图 2 及表 1，从图表中我们可以看出改进的再生核方法绝对误差更小，精度更高。 
算例 2 (见文献[13]) 

 

 
Figure 1. Absolute error of the improved RKM of Example 1 
图 1. 改进再生核方法的绝对误差(例 1) 

 

 
Figure 2. Absolute error of the traditional RKM of Example 1 
图 2. 传统再生核方法的绝对误差(例 1) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

142 4 2
0 0

1 1 14 1d 2 d ,
12 2 3 2

0 1,0 1,
0 1, 0 0, 1 2, 1 2.

x
x u x u x u x x t u t t x t u t t x x x

x t
u u u u

 ′′ ′− + − − + + = − − + −
 < < < <

′ ′ = = = =

∫ ∫
 

 

精确解 ( ) 21u x x x= + − 。 
此题我们仍然采用两种处理方式，因两种方法的绝对误差数量级相差不大，我们在此将两者的绝对

误差放在同一图 3 中，黑色曲线代表改进的再生核方法，红色曲线代表传统的再生核方法，从图中我们

可以看出两种方法都具有较小误差，但是改进后的再生核方法精确度更高。 
 
Table 1. Absolute error of two regenerated kernel methods of Example 1 
表 1. 两种再生核方法的绝对误差的计算结果(例 1) 

x 
(自变量) 

( )Tu x  
(精确解) 

( )nu x  
(改进方法的数值解) 

改进再生核方法 
绝对误差 

传统再生核方法 
绝对误差 

0.0 1 1 0 0 

0.1 1.09 1.09000000011 1.15197E−10 1.82777E−3 

0.2 1.16 1.16000000021 2.19043E−10 3.47025E−3 

0.3 1.21 1.21000000031 3.18644E−10 4.88297E−3 

0.4 1.24 1.2400000004 3.97231E−10 5.99386E−3 

0.5 1.25 1.25000000050 5.04315E−10 6.70804E−3 

0.6 1.24 1.2400000006 5.82654E−10 6.91243E−3 

0.7 1.21 1.2100000006 5.70744E−10 6.48057E−3 

0.8 1.16 1.16000000033 3.34833E−10 5.27723E−3 

0.9 1.09 1.09000000040 3.99528E−10 3.16322E−3 

1.0 1 1.00000000012 1.15293E−10 2.68555E−3 

 

 
Figure 3. Absolute error of two RKM of Example 2 
图 3. 两种再生核方法的绝对误差的计算结果(例 2) 
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算例 3 (见文献[14]) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
91 11

20 0

1 1 1d d e ,
1 sin

0 1,
(0) 0, (1) 0.

x u xu x u x u x t x u t t txu t t u x f x
xx u x

x
u u

 ′′ ′+ + + + + − − + = +


< <
 = =

∫ ∫
 

精确解 ( ) ( ) ( )2 sinu x x x x= − 。 
图 4，图 5 代表改进的再生核方法和传统的再生核方法的绝对误差，从图中我们可以看出改进的再

生核方法精度更高，具体的数值结果见表 2。 
 

 
Figure 4. Absolute error of the improved RKM of Example 3 
图 4. 改进再生核方法的绝对误差(例 3) 

 

 
Figure 5. Absolute error of the traditional RKM of Example 3 
图 5. 传统再生核方法的绝对误差(例 3) 
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Table 2. Absolute error of two regenerated kernel methods of Example 3 
表 2. 两种再生核方法的绝对误差的计算结果(例 3) 

x 
(自变量) 

( )Tu x  
(精确解) 

( )nu x  
(改进方法的数值解) 

改进再生核方法 
绝对误差 

传统再生核方法 
绝对误差 

0.08 0.00588172 0.00588156 1.61082E−7 7.67059E−5 

0.16 0.0214124 0.0214121 2.44093E−7 6.09401E−5 

0.32 0.0684497 0.0684458 3.84153E−6 1.78643E−4 

0.48 0.11526 0.115219 4.14666E−5 2.47195E−4 

0.64 0.137594 0.137417 1.77014E−4 1.86527E−4 

0.8 0.114777 0.114689 8.84589E−5 3.91441E−4 

0.96 0.031457 0.0314496 7.39987E−6 2.38574E−4 

5. 结论 

本文基于 Legendre 多项式重新构建再生核空间，并通过 Gram-Schmidt 正交化进一步给出方程的近

似解。同时我们也通过求解 3 个混合型的 Volterra-Fredholm 积分微分方程的数值算例，与传统的再生核

方法进行数值比较，进一步验证了我们的方法是有效且可行的。本文的所有数值计算都是通过数学软件

Mathematica8.0 给出。 
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