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Abstract 
In order to study the planar system, it is first required to find out the singular points, then analyze 
the singularity type and its stability. Therefore, the singularity behavior analysis plays an impor-
tant role in the planar quadratic system. In this paper, three different methods are used to analyze 
the singularities of a class of quadratic system (II) equations. 
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摘  要 

在研究平面系统时，首先要求解出奇点，然后分析奇点类型及其稳定性态，故而奇点性态分析在平面

二次系统中占有重要地位。本文运用三种不同的方法对一类二次系统(II)类方程的奇点性态进行了细致

分析。 
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1. 引言 

常微分方程是数学中的一门重要学科。对于平面系统，我们在分析它的结构时首先要求解出奇点，

对于奇点的类型大致分为以下几类：结点、焦点、中心、鞍点、高阶奇点等等。众所周知，奇点的线性

化系数矩阵的特征值在奇点的初等分类中起着关键的作用。在有零特征值、纯虚数特征值和全零特征值

的情况下有许多判断奇点的类型及稳定性的方法，本文对一类二次系统(II)类方程的奇点性态进行了分析。

关于平面二次系统，有下述叶彦谦分类： 
(I)类方程： 2 2 ,x y dx lx mxy ny y x= − + + + + =  。 
(II)类方程： ( )2 2 , 1 , 0x y dx lx mxy ny y x ax a= − + + + + = + ≠  。 
(III)类方程： ( )2 2 , 1 , 0x y dx lx mxy ny y x ax by b= − + + + + = + + ≠  。 
对于上述三类方程，当 0d ≠ 时，以 ( )0,0O 为粗焦点， 0d < 时 O 为稳定， 0d > 时 O 为不稳定。 0d =

时，O 为细焦点。 

2. 预备知识 

考虑平面二次系统 

( ) ( ), , ,x P x y y Q x y= =                                (2.1) 

首先给出关于周期函数积分的一个引理。 
引理 1 ([1])：设 ( )f θ 是以 l 为周期的连续周期函数，则 

( ) ( ) ( )
0

dF f s s g
θ

θ θ ϕ θ= = +∫                            (2.2) 

其中 ( )ϕ θ 仍以 l 为周期， ( )
0

1 d
l

g f
l

θ θ= ∫ 。 

引理 2 ([2])：设系统(2.1)右端解析，以 ( )0,0 为平衡点，如果存在 ( )0,0 的一个邻域 U 和 U 上的一个

连续、可微函数 ( ),F x y ，且满足 
1) F 正定： ( )0,0 0F = ； ( ), 0F x y > ，当 ( ) ( ), 0,0x y ≠ 。 

2) 
( )

( )
2.1

d 0 0
d
F
t

< > ，当 ( ) ( ), 0,0x y ≠ 。 

则系统(2.1)的平衡点 ( )0,0 渐近稳定(不稳定)。 
引理 3 ([1])：关于焦点量叶彦谦给出了如下公式： 

( ) ( )1 2 .W m l n a b l= + − +  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 5 2 .W ma a m l n n b a b l n = − + + − + +   
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( ) ( ) ( ) ( )22 2 2
3 2 2 2 .W ma a n l n l n n b a b l n  = + + + + − + +     

有如下结论： 
1) 当 0d = ， 1 0W ≠ ，则点 ( )0,0O 为一阶细焦点， 1 0W < 时点 ( )0,0O 为稳定， 1 0W > 时点 ( )0,0O 为

不稳定； 
2) 当 1 0d W= = ， 2 0W ≠ ，则点 ( )0,0O 为二阶细焦点， 2 0W < 时点 ( )0,0O 为稳定， 2 0W > 时点 ( )0,0O

为不稳定； 
3) 当 1 2 0d W W= = = ， 3 0W ≠ ，则点 ( )0,0O 为三阶细焦点， 3 0W < 时点 ( )0,0O 为稳定， 3 0W > 时点

( )0,0O 为不稳定； 
4) 当 1 2 3d W W W= = = 时，点 ( )0,0O 为中心。 

3. 主要结果 

本文考虑了一类二次系统(II)类方程在奇点的性态。 
当 0d l= = ， m a= − ， 1n = − 时，(II)类方程化为 2x y axy y= − − − ， 2y x ax= + 。 
解：令 2 0y axy y− − − = ， 2 0x ax+ = 。得到下列 4 个奇点，分别为 

( ) ( ) 1 10,0 , 0, 1 , ,0 , , 2 .O A B C
a a

   − − − −   
   

 

1) 由于 ( )0,0O 是对应线性系统的中心，对其非线性系统在原点 ( )0,0O 的性态分析，本文给出三种

不同的方法判断原系统在原点 ( )0,0O 的性态，对于在点 , ,A B C 处的奇点性态，要作一线性变换，把它先

移到原点进而再判断其稳定性态。 
方法一(后继函数法)：令 cosx r θ= ， siny r θ= 。易计算得 

( )

2 2

3 2 3

d d dcos sin sin cos
d d d

d dcos sind d d 1 cos sin cos sin
d

r x y r
t t t

y x
t t a a r

t r

θ θ θ θ

θ θθ
θ θ θ θ

 = + = −



−
= = + + +



 

消去 dt，利用泰勒公式展开，得到 

( )2 2 2 4 4 2 5 3d sin cos sin cos sin cos sin cos
d

r r a a rθ θ θ θ θ θ θ θ
θ
= − + + + +  

对充分小的 c，求 0θ = 时 r c= 的解 

( ) ( ) ( )2 3
2 3,r c c r c r cθ θ θ= + + +  

其中 ( ) ( )2 30 0 0r r= = =
，将 ( ),r cθ 代入上述方程，比较 c 的同次幂系数，得 

22d sin cos
d
r

θ θ
θ
= −  

( )2 4 4 2 5 23
2

d
sin cos sin cos sin cos 2sin cos

d
r a a rθ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ
= + + − ⋅  

  
解得 

( ) 3
2

1 sin
3

r θ θ= −  
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( ) ( )3 6
3 3 3

5sin 2 sin cos sin
8 16 4 18
a a ar g fθ θ θ θ θ θ θ θ= + − + = +  

故而可知 ( )2r θ 为周期函数，由引理 1 知 ( )3r θ 不是周期函数，其中 ( )3f θ 是周期函数，而 

( )2π 2 4 4 2
3 0

sin cos sin cos d 0
2π 8
a ag θ θ θ θ θ= + = ≠∫ ，至此便可判定原点为原系统的一阶细焦点，当 0a > 时

为不稳定， 0a < 时为稳定。 
方法二(形式级数判别法)：假设原系统具有下列级数形式的解 

令 ( ) 2 2
3 4 2, mF x y x y F F F= + + + + +  

则 

( ) ( )2 23 34 4d 2 2
d

F FF FF F Fx y x y axy y y x ax
t x y x x x x

∂ ∂∂ ∂∂ ∂    = + = + + + − − − + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

   

令三次项为 0，则 

23 3 2 0
F Fx y xy
y x

∂ ∂
− − =

∂ ∂
 

取极坐标，令 

cos , sinx r y rθ θ= =  

上述化为 

2 33 2 0
F xy r
θ

∂
− =

∂
 

消去 3r ，得 

( )3 2d cos ,sin
2cos sin

d
F θ θ

θ θ
θ

=  

因为 
2π 2
0

2cos sin d 0θ θ θ =∫  

故 

( ) 3
3

2cos ,sin sin
3

F θ θ θ=  

所以对应的三次齐次函数为 

( ) 3
3

2,
3

F x y y=  

四次项显然为 0，则 

( ) 2 2 32,
3

F x y x y y= + +  

从而有 

2 2d 2
d
F ax y
t
=  

所以 ( )0,0 是一阶细焦点，由引理 2 知， 0a < 时原系统在原点稳定， 0a > 时原系统在原点不稳定。 
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方法三(焦点量判别法)：利用焦点量公式，由于 0d = ，焦点量 ( ) ( )1 2W m l n a b l a= + − + = ，所以 ( )0,0

为一阶细焦点，当 1 0W a= < 时 ( )0,0 为稳定，当 1 0W a= > 时 ( )0,0 为不稳定。 
2) 接下来我们对 ( )0, 1A − 进行分析，首先作一线性变换[3] [4] [5] [6] 

令
1

u x
v y
=

 = +
，得

1
x u
y v
=

 = −
。 

代入原系统，得到在 ( )0, 1A − 处的线性化方程
u au v
v u
= +

 =





。 

特征方程为 2 1 0aλ λ− − = ，对应的特征根为
2

1,2 1
2 4
a a

λ = ± + ，两特征根为一正一负，故而 

( )0, 1A − 是鞍点，此解是不稳定的。 

3) 同理，对于
1 , 2C
a

 − − 
 

，作一线性变换，令

1

2

u x
a

v y

 = +

 = +

，得

1

2

x u
a

y v

 = −

 = −

。 

代入原系统，得到在
1 , 2C
a

 − − 
 

处的线性化方程
2 4u au v

v u
= +

 = −





。 

特征方程为 2 2 4 0aλ λ− − = ，对应的特征根为 2
1,2 4a aλ = ± + ，两特征根为一正一负，故

1 , 2C
a

 − − 
   

是鞍点，此解是不稳定的。 

4) 对于
1 ,0B
a

 − 
 

，作一线性变换，令

1u x
a

v y

 = +

 =

，得

1x u
a

y v

 = −

 =

。 

代入原系统，得到在
1 ,0B
a

 − 
 

处的线性化方程
0u

v u
=

 = −





。 

由于特征根为 0，故而
1 ,0B
a

 − 
 

是高阶奇点，经过线性变换得到的非线性系统为
2

2

u auv v
v u au
 = − −


= − +



  
接下来判断其在原点的性态。 

解：由 2 0u au− + = 求函数 ( )v h u= ， ( )0 0h = ，令 

( ) 2 3
1 2 3h u b u b u b u= + + +  

代入比较系数，易得： 1 0b = ， 2
1
2

b = − ， 3 3
ab = 。于是 

( )

( )( ) ( ) ( )( )

2 3

2
2 3 4

1
2 3

4 3,
2 12

ah u u u

a au h u auh u h u u uϕ

 = − + +


+ = − − = − +





 

即 3m = ，
2
ag = 。故而当 0a > 时原点为不稳定结点；当 0a < 时原点为鞍点。 

所以对于
1 ,0B
a

 − 
 

，当 0a > 时为不稳定结点；当 0a < 时为鞍点。 
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