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Abstract 
Aiming at the parameter calibration and imaging problem of CT system, this paper realizes the ca-
libration of CT system parameters and the information of unknown medium through geometric 
analysis and graph reconstruction algorithm, and uses the accuracy and stability of parameter ca-
libration to determine the better CT calibration template. We first analyze the relationship of the 
data and find the distance between the detector units, then establish a reasonable Cartesian coor-
dinate system and use the geometric knowledge of the ellipse to calibrate the parameters of the CT 
system. In order to reconstruct the unknown image, we chose the filtered back projection algo-
rithm (FBP) and the algebraic reconstruction algorithm (ART) to get information about the un-
known medium and the absorption rate of 10 points. We use the original pattern and the recon-
structed image of the calibration template to calculate the relative error of the distance between 
two points and the standard error of the CT value, so as to analyze the accuracy and stability of the 
calibration template. In order to improve it, based on the Caphan phantom, a new calibration tem-
plate was established. After verification, the accuracy and stability of the calibration of the new 
template parameters have been improved. 
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摘  要 

针对CT系统的参数标定和成像问题，本文通过几何分析、图形重建算法实现了CT系统的参数标定和未知

介质相关信息的确定，并利用参数标定的精度和稳定性确定更优的CT标定模板。我们首先分析了数据的

关系，求得探测器单元之间的距离。然后建立合理的直角坐标系，利用椭圆的几何知识标定CT系统的参

数。为了对未知图形进行重建，我们选择了滤波反投影算法(FBP)和代数重建算法(ART)。得到未知介质

的相关信息以及10个点的吸收率。我们利用标定模板的原图形和重建图形，计算某两点间距离的相对误

差和CT值的标准误差，从而分析标定模板的精度和稳定性。为了对其进行改进，在Caphan体模的基础

上，确定了一个新的标定模板。经验证，新模板参数标定的精度和稳定性都有所提高。 
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1. 问题的提出与分析 

1.1. 问题的提出 

CT (Computed Tomography)可以在不破坏样品的情况下，利用样品对射线能量的吸收特性获取样品

内部的结构信息。本题中，我们考虑一种典型的二维 CT： 
1) 平行入射的 X 射线垂直于探测器平面，每个探测器单元看成一个接收点且等距排列。2) X 射线的

发射器和探测器相对位置保持不变，整个系统绕某固定的旋转中心逆时针旋转 180 次。3) 对每一个 X 射

线方向，在具有 512 个等距单元的探测器上测量经位置固定不动的二维待检测介质吸收衰减后的射线能

量，并经过增益等处理后得到 180 组接收信息。 
CT 系统安装时往往存在误差，为了保证成像质量，因此需要对安装好的 CT 系统进行参数标定，即

借助于已知结构的样品(称为模板)标定 CT 系统的参数，并据此对未知结构的样品进行成像。 
1) 在正方形托盘上放置两个均匀固体介质组成的标定模板，利用该模板的几何信息和接受信息确定 CT

系统旋转中心在正方形托盘中的位置、探测器单元之间的距离以及该 CT 系统使用的 X 射线的 180 个方向。 
2) 基于(1)中得到的标定参数，利用上述 CT 系统得到的某未知介质的接收信息，确定该未知介质在

正方形托盘中的位置、几何形状和吸收率等信息以及题中表 3 所给的 10 个位置处的吸收率。 
3) 利用上述CT 系统得到的另一未知介质的接收信息，确定该未知介质的相关信息 10 个位置处的吸收率。 
4) 分析(1)中参数标定的精度和稳定性。在此基础上自行设计新模板、建立对应的标定模型，以改进

标定精度和稳定性，并说明理由。 

1.2. 问题的分析 

1.2.1. 问题一：利用几何关系求得模板的参数信息 
首先我们通过对比分析附录 1 和附录 2 中的数据，找到它们之间的对应关系。之后根据表格中接收
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信息的探测器个数与小圆直径的比例关系求得探测器单元之间的距离。然后建立合理的坐标系，利用椭

圆的几何平面知识与切线之间关系求解 X 射线的方程，多条射线的交点即可确定 CT 系统的旋转中心，

射线的斜率即射线与 X 轴夹角的正切值，进而推算出 X 射线的 180 个方向。 

1.2.2. 问题二：利用图形重建算法确定未知介质信息 
为了得到某未知介质的相关信息，就需要利用该介质的 CT 接收信息对图形进行重建。本题中我们

选择了两种常用的图形重建方法：滤波反投影算法和代数重建算法。接着以问题一中的标定模板为例，

通过对 CT 重建图像的噪声分析，比较两种重建方法的精度，得出较优的方法。然后用该方法进行模型

求解得到重建图像，最后求出问题二中未知介质的位置、几何形状和吸收率等信息。 

1.2.3. 问题三：利用图形重建算法确定未知介质信息 
在问题二的基础上，用滤波反投影算法对另一未知介质进行了图形重建，由此得到该未知介质的相

关信息和图 3 具体十个位置处的吸收率。 

1.2.4. 问题四：分析精度和稳定性并改进标定模板 
我们结合原图形和重建图形，通过分析、计算某两点之间距离的相对误差和 CT 值的标准误差，进

而得到问题一中参数标定的精度和稳定性。为了提高 CT 机参数标定的精度和稳定度，我们以 Catphan
体模为基础，确定了新的标定模板并对其精度和稳定度进行检验。 

2. 模型假设 

1) 假设 CT 系统平行入射的 X 射线光子波动不明显，忽略衍射现象。 
2) 假设整个 CT 系统只有探测单元发出 X 射线，忽略 X 射线的光子能量发生电子对效应产生的 X

射线。 
3) 假设题目所给的数据收集于正常工作的 CT 系统，且能反映实际情况。 
4) 假设 X 射线源焦点和探测器单元为质点。 

3. 符号说明 

图 1 是文中所用到的符号说明。 

4. 模型的建立与求解 

4.1. 问题一 

分析题目可知，本题研究的是一种二维 CT 系统，它是利用样品对射线能量的吸收特性对生物组织

和工程材料的样品进行断层成像。附录 1 是两个均匀介质组成的标定模板的吸收率数据，与之对应的附

录 2 是用二维 CT 系统测量的接收信息，由此可以由吸收率和接收信息的对应关系得到 CT 系统旋转中心

在正方形托盘中的位置、探测器单元之间的距离以及该 CT 系统使用的 X 射线的 180 个方向。 

4.1.1. 探测器单元距离的确定 
通过对附录 2 中 180 个探测方向接收信息的数据分析得到图 2。 
180 个探测方向经过均匀的小圆介质时的有接收信息的探测器个数 N 固定，即： 

29N =  

由已知标定模板的几何信息可得到小圆介质的直径 

c 8 mmd =  
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Figure 1. Symbol description 
图 1. 符号说明图 

 

 
Figure 2. Schematic diagram of receiving direction information 
图 2. 探测方向接收信息示意图 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.77108


杨宏 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.77108 907 应用数学进展 
 

平行入射的 X 射线垂直于探测器平面，每个探测器单元看成一个接收点，且等距排列。由 

c

1
dD
N

=                                           (1) 

解得，探测器单元之间的距离 
0.2759 mmD =  

4.1.2. 旋转中心和 X 射线 180 个方向的确定 
以正方形托盘的几何中心为坐标原点 O，以椭圆的长轴为 y 轴，椭圆的短轴为 x 轴，在标定模板上

建立如图 3 所示坐标系： 
设 O'点为旋转中心，且某一过 CT 旋转中心的射线所在直线为： y kx b= + 。 
当斜率为 k 的多条 X 射线射入椭圆时，记与椭圆相切的两条直线为 l′， l′′。记两切线的距离为 d。

坐标原点到一条切线的距离为 d'，与 x 轴夹角为θ 。利用两切线距离和椭圆方程联立方程组 
2
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                                       (2) 

得到切点 ( )0 0,x y ，进而得到切线的斜率 k 和与 x 轴的夹角θ  

0

0

64
arctan

9
x
y

θ
 

=  
 

                                 (3) 

进而求得一条切线方程为 
0

0

64
9 cos

x dy x
y θ

′
= +                                        (4) 

1) 求旋转中心的确定 
为了减小误差，我们将探测得到的 180个数据采用系统抽样的方法选取 20条不同方向的角度数据(表1)。 
通过上述方法求得 20 条切线，两两求其交点，然后计算横纵坐标的平均值，得到旋转中心为(−9.2427, 

5.7939)。 
2) X 射线 180 个方向的确定 

 

 
Figure 3. Coordinate system 
图 3. 坐标系示意图 
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通过上述方法求得各个方向的射线与 x 轴的夹角θ ，然后求相邻两个角度的差即为转动一次所转的

角度。最终得到如下表 2 所示的该 CT 系统使用的 X 射线的 180 个方向。该方向表示该次旋转的 X 射线

与所建立坐标系 x 轴的夹角(图 4)。 
由以上数据可以得出，X 射线的每次探测所转的角度并不均匀，180 次探测总共转过了 179.0247°，

平均每次绕逆时针旋转 0.9946°。 

4.2. 问题二 

CT 图像重建算法有二维傅里叶变换法、反投影法、迭代法、拟合逼近法等，其中较常用的有反投影

法中的滤波反投影算法(FBP)和代数重建算法(ART) [1]。基于问题一的模板，我们用这两种方法对图形进

行重建，然后比较这两种算法的优劣，选择一种较优方法解决问题二。 
 
Table 1. 20 public tangential angles 
表 1. 20 条公切线倾斜角 

旋转次序 角度 旋转次序 角度 

1 −51.0650 … … 

10 −41.8242 100 39.2217 

19 −38.4592 109 37.6796 

28 −33.5866 118 47.4204 

37 −24.9076 127 56.8348 

46 −16.3204 136 64.7967 

55 −7.2688 145 70.5342 

64 −5.1380 154 71.6144 

73 12.6172 163 112.5657 

82 20.7057 172 120.0007 

… … 91 29.9981 

 
Table 2. CT system rotation angle 
表 2. CT 系统旋转角度 

旋转次序 角度 旋转次序 角度 

1 −51.0650 … … 

2 −49.7522 171 118.7321 

3 −49.4255 172 120.0007 

4 −48.4280 173 120.9502 

5 −47.0809 174 121.8991 

6 −46.0605 175 122.8484 

7 −45.0229 176 123.7993 

8 −43.9739 177 124.4344 

9 −42.9076 178 125.7092 

10 −41.8242 179 126.6701 

… … 180 127.9597 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.77108


杨宏 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.77108 909 应用数学进展 
 

 
Figure 4. CT system rotation 
图 4. CT 系统旋转示意图 

4.2.1. 平行束投影及其反演 
在理想条件下，探测器的射线穿过厚度为 L 的均匀固体介质后，由 Beer-Lambert 定律知，探测器探

测到的光子数 I 满足[2]： 

0 exp( )I I Lµ= −                                       (5) 

若介质分布不均匀，则用 ( )xµ 表示介质在点 ( )1 2,x x x= 处对射线的线性衰减系数，通过积分得 

( ) ( )( )0 1 2exp , d
L

I L I x x lµ= −∫                                   (6) 

CT 反演问题：利用 CT 系统的平行束射线探测未知介质，得到未与介质作用的光子数，进而重建介

质各点的线性衰减系数 ( )1 2,x xµ 的值。因为线性衰减系数与介质的厚度和密度有线性关系，所以可以反

映出未知介质的几何形状。 

4.2.2. 滤波反投影算法(FPB) 
滤波反投影算法的基础是中心切片定理和傅里叶变换法。 
1)中心切片定理 
密度函数 ( ),f x y 在某一方向上的投影函数 ( )0P P 的一维傅立叶变换函数， ( )P ρ 是原密度函数

( ),f x y 的二位傅里叶函数 ( ),F ρ θ 在 ( ),ρ θ 平面沿同一方向的直线上的值。 
2)傅里叶变换法 
极坐标形式的二维逆傅里叶变换为 

( ) ( ) ( )2π 2π

0 0
e d di xx ωφµ µ ωφ ω ω ϕ

+∞ ⋅= ∫ ∫                                (7) 

其中 

( ) ( ) ( )
2

2πe di x

R
x xωφµ ωφ µ − ⋅= ∫∫                                   (8) 

重建公式 
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( ) ( ) ( ) 2π
0

, e d d
n i rw

r x
x p k b w W w

ϕ
µ ω φ

+∞ −

−∞ =

 =   ∫ ∫ �                            (9) 

其中 ( ),x yφ = ， ( ) ( ) 2π, , e i rp p k b ωω ϕ
+∞ −

−∞
= ∫� ， ( )W ω 是窗口函数。 

滤波反投影的重建公式为 

( ) ( ) ( )π 2π
0

, e d di r

r x
x p W ω

φ
µ ω ϕ ω ω ω ϕ

+∞

−∞ = ⋅

 =   ∫ ∫ �                          (10) 

其中 ( ),p ω ϕ� 是 ( ),p r ϕ 关于变量 r 的 Fourier 变换，即 

( ) ( ) 2π, , e di rp p r rωω ϕ ϕ
+∞ −

−∞
= ∫�                                  (11) 

采用滤波反投影算法(FPB)，结合 Matlab 编程(程序见附录)可以利用所接收的信息重建标定模板的

CT 图像，如图 5。 

4.2.3. 代数重建算法(ART) 
代数重建算法重建 CT 图像的主要步骤： 
1) 对 X 赋值 ( )0X X=  
2) 沿逐条射线迭代 

( ) ( ) ( )11 , 0,1, ,
T

i k ii i i

i i i

A AbX X X i I
A A A

λ −−  
= + − =  

 
�                         (12) 

3) 反复计算(2)式，直到满足一定的收敛条件，比如判断 ( ) ( )( )22

1

I
k k

i i
i

AX B A X b
=

− = −∑ 是否小于给定

的阈值[3]。 
采用代数重建算法(ART)，结合 Matlab 编程(程序见附录)可以利用附录 2 所给的接收信息重建标定模

板的 CT 图像，如图 6。 
 

 
Figure 5. CT image of FPB reconstruction calibration template 
图 5. FPB 重建标定模板的 CT 图像 
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Figure 6. CT image of calibration template by algebraic 
reconstruction algorithm 
图 6. 代数重建算法标定模板的 CT 图像 

4.2.4. CT 重建图像噪声分析 
噪声是指在均匀物体影像中 CT 值在平均值上下的随机涨落，其数值可用 CT 值的标准偏差 SD 表示 

( )2

1

1

N

i
i

X X
SD

N
=

−
=

−

∑
                                     (13) 

其中 N 为像素总数， iX 为每个像素的 CT 值， X 为所有像素 CT 值的平均值。 
利用滤波反投影算法求得： 
平均像素 1 0.4901X = 方差 1 0.0065SD = ； 
利用代数重建算法求得：平均像素 2 0.3136X = ，方差 2 0.0313SD =   
由此可以看出利用 FBP 反演公式的 SD 值较小，CT 值曲线变化波动较小，重建后的图像的噪声较小

(图 7)。 

4.2.5. 模型求解 
通过 CT 系统重建图像噪声分析可以得出滤波反投影算法，T 值曲线变化波动较小，重建后的图像的

噪声较小，故将附录 3 未知介质的接收信息采用滤波反投影算法得到如下的重建图像： 
如图 8 所示，该介质放置于100 100 mm× 的正方形模板上，CT 旋转中心位于图中白圈所在的位置，

图中越偏暖色，吸收强度越强，此处介质密度也越大。该介质在该断层面面呈椭圆形，其中存在两个椭

圆形空腔，两个密度较大的椭圆状部分。10 个位置处的吸收率如表 3 所示，该介质的吸收率附在数据文

件 problem2.xls。 

4.3. 问题三 

附录 5 是利用上述 CT 系统得到的另一个未知介质的接收信息。通过 CT 系统重建图像噪声分析可以

得出滤波反投影算法，重建后的图像的噪声较小，故将附录 5 未知介质的接收信息采用滤波反投影算法

得到如下的重建图像： 
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Figure 7. CT value curve 
图 7. CT 值变化曲线 

 

 
Figure 8. Problem 2 reconstruction image 
图 8. 问题二重建图像 

 
Table 3. Absorption rates at 10 locations in question 2 
表 3. 问题二中 10 个位置的吸收率 

位置 吸收率 

(10, 18) 0.0116 

(34.5, 25) 0.5075 

(43.5, 33) 0.0000 

(45, 75.5) 0.5860 

(48.5, 55.5) 0.5079 

(50, 75.5) 0.7329 

(56, 76.5) 0.6364 

(65.5, 37) 0.0026 

(79.5, 18) 0.0184 

(98.5, 43.5) 0.0134 
 

如图 9 所示，该介质放置于100 100 mm× 的正方形模板上，CT 旋转中心位于图中白圈所在的位置，

图中越偏暖色，吸收强度越强，此处介质密度也越大。该介质未知介质断层的形状不规则，每点的吸收

率分布不均匀。10 个位置处的吸收率如表 4 所示，该介质的吸收率附在数据文件 problem3.xls。 
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Figure 9. Problem 3 reconstructed image 
图 9. 问题三重建图像 

 
Table 4. Absorption rates at 10 locations in problem 3 
表 4. 问题三中 10 个位置的吸收率 

位置 吸收率 

(10,18) 0.0003 

(34.5,25) 1.2443 

(43.5,33) 3.5034 

(45,75.5) 0.0351 

(48.5,55.5) 0.0000 

(50,75.5) 1.6485 

(56,76.5) 3.0078 

(65.5,37) 0.0000 

(79.5,18) 3.8206 

(98.5,43.5) 0.0000 

4.4. 问题四 

4.4.1. 问题一中参数标定的精度 
为了得到问题一中参数标定的误差，我们以原标定模板中的椭圆和圆的两个中心的距离 x∆ 为参考。

通过问题一中的重建公式，可以得到利用滤波反投影算法重建后图像的椭圆和圆中心的坐标，进而求得

两个中心的距离 x′∆ 。从而得到重建图像和原图像的相对误差α  

100%
x x

x
α

′∆ − ∆
= ×

∆
 

问题一得 45x∆ = ， 44.7802x′∆ = ， 0.4884%α = 。相对误差小于 1%，参数标定的精度较高。 
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4.4.2. 问题一中参数标定的稳定性 
为了判断参数标定的稳定性，我们利用刻画均匀物体影像中 CT 值在平均值上下的随机涨落的噪声

指标，其数值可用 CT 值的标准偏差 SD 表示 

( )2

1

1

N

i
i

X X
SD

N
=

−
=

−

∑
                                    (14) 

其中 N 为像素总数， iX 为每个像素的 CT 值， X 为所有像素 CT 值的平均值。 
利用滤波反投影算法所求得平均像素 1 0.4901X = ,方差 1 0.0065SD = 。 

4.4.3. 设定新的标定模板 
在 CT 成像系统的接收过程中，必定存在误差。其中误差主要来源于机械误差的精度以及利用标定

模板，在成像过程中获取像素坐标时引起的误差。为了改进参数标定的精度和稳定性，我们在 Catphan
体模的基础上加以改进，得到如下图 10 所示的新的标定模板。 

得 20x∆ = ， 19.9219x′∆ = ， 0.3906α = ， 1 0.0000SD = 。 
新模板的相对误差较原模板的小，因此新模板的参数标定的精度较高，稳定性更高(表 5)。 

5. 模型优缺点分析 

5.1. 优点 

1) 滤波反投影算法(FBP)：数学形式较为简单，应用广泛，容易达到预期效果，在锥角较小、扫描

半径较大情况下能够取得较好的重建效果。 
2) 代数重建算法(ART)：适合不完全投影数据的图像重建，当投影数据不完整时可以把缺失的数据

看成是缺少了几个方程，这在某种程度上忽略了数据不全的问题。因而适用于不能获得完整投影数据的

图像重建。且重建质量好，尤其是在投影数据较少的情况下。重建算法简单，适用于对不同格式的采样

数据重建。缺点是计算量大，重建速度较慢。 
 

 
Figure 10. New calibration template 
图 10. 新的标定模板 

 
Table 5. Comparison of the two calibration tables 
表 5. 两种标定表格的对比 

 x∆  x′∆  SD  α  

原标定表格 45 44.7802 0.0065 0.4884% 
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5.2. 缺点 

ART 当投影数据不完整时可以把缺失的数据看成是缺少了几个方程。这在某种程度上忽略了数据不

全的问题。因而适用于不能获得完整投影数据的图像重建。缺点是重建速度较慢。 
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附  录 

附录 1：滤波反投影算法(FPB)Matlab 程序 
xc =-5.7939;        yc =-9.2427;        
phantom = load('3.dat');%信息数据文件 
phantom = [zeros(100,180); phantom; zeros(100,180)]; 
imagesc(phantom) 
figure 
img = iradon(phantom,[0:179]+30); 
n = size(img,1); 
[x,y]=meshgrid([-n/2:n/2]*0.2759); 
imagesc(x(1,:)-10, y(:,1)-8, img) 
hold on 
plot(yc,xc,'ow') 
axis image 
 
附录 2：代数重建算法（ART）Matlab 程序 
clc; 
clear all; 
close all; 
N = 256;  
N2 = N^2; 
I=load('22.dat'); 
theta = linspace(0,180,181); 
theta = theta(1:180); 
P_num =512;  
P=load('22.dat'); 
delta = 1; 
[W_ind,W_dat] = SystemMatrix(theta,N,P_num,delta); 
F = zeros(N2,1); 
lambda = 0.25; 
c = 0; 
irt_num = 5;   
while(c<irt_num) 

for j = 1:length(theta) 
for i = 1:1:P_num 

u = W_ind((j-1)*P_num + i,:);   
v = W_dat((j-1)*P_num + i,:);              
if any(u) == 0 

continue; 
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end      
w = zeros(1,N2); 
ind = u > 0; 
w(u(ind))=v(ind); 
PP = w * F; 
C = (P(i,j)-PP)/sum(w.^2) * w'; 
F = F + lambda * C; 

end 
end 
F(F<0) = 0;  
c = c+1; 

end 
F = reshape(F,N,N)';  
 
figure(1); 
imagesc(I);xlabel('(a)信息数据图像'); 
figure(2); 
A = imadjust(F); 
imshow(F);xlabel('(b)ART 算法重建的图像'); 
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