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Abstract 
In this paper, we will study a class of quasilinear elliptic equations by Morse theory. Compared 
with the existing results, our new contents include two aspects: we first get the isolation of the ze-
ro when the nonlinear is resonant. Secondly, the critical groups for the zero are obtained under 
the weak condition. 
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摘  要 

本文使用Morse理论来研究一类拟线性椭圆方程，与已有的结果相比，我们内容包含两个新的方面：一

是在非线性项共振时证明了零点的孤立性，二是在弱的条件下计算出了零点的临界群。 
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1. 引言 

拟线性椭圆型方程有很好的应用背景，比如在物理上可以用来研究非牛顿流体、孤立波的传播现象

及非线性弹性问题等(请参考文献[1])。Morse 理论是目前研究具有变分结构的椭圆型方程可解性最常用的

工具之一，已经在半线性椭圆方程的研究中发挥了重要的作用。使用 Morse 理论时，需要刻画方程对应

的泛函在其孤立临界点附近的局部拓扑性质，以及泛函整体拓扑性质，并运用 Morse 等式等工具来得到

方程非平凡解的存在性以及解的各种几何性质。但是，人们若想利用 Morse 理论来研究拟线性方程临界

点的性质，就会产生许多技术性的困难，比如，泛函对应的空间不再是具有正交分解的 Hilbert 空间，而

是一般的 Banach 空间，许多经典的理论如 Gromoll-Meyer 定理和 Morse 引理不再成立，等等。这就要求

人们不断的去完善并拓展已有的工具，推广已有的理论方法，得到新的应用范围更广的临界点理论。 

2. 已有结果与本文定理 

假设 NRΩ∈ 是边界光滑的有界区域，本文研究下面的拟线性椭圆方程 

( ), ,

0, ,
pu u f x u x

u x

−∆ − ∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                                  (P) 

这里 ( )2 , 2p
pu div u u p−∆ = ∇ ∇ < < ∞；特别地，当 2p = 时， 2u u∆ = ∆ 为经典的拉普拉斯算子。 

假定非线性项满足下面的条件： 
(f1) ( ) ( ),0 0, ,f x f C R R= ∈ Ω× 并且 

( ) ( )1, 1 , , ,f x u c u u R xµ−≤ + ∀ ∈ ∈Ω  

这里 0c > 是一个常数， )*1, pµ ∈ ，其中 ( )*p Np N p= − 如果 N p> ，
*p = ∞如果 N p≤ 。使用于(f1)，

由文献[2]可知方程(P)的弱解等价于 1C 泛函 ( )1,
0: pI W RΩ → 的临界点，这里 I 定义如下 

( ) ( )21 1d d , d
2

pI u u x u x F x u x
p Ω Ω Ω

= ∇ + ∇ −∫ ∫ ∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
u

F x u f x t t= ∫ ， ( )1,
0

pW Ω 的范数定义为 

( )
1

d .pp
pu u u x

Ω
= ∇ = ∇∫  

本文拟使用 Morse 理论和变分方法来研究我们的方程(P)，因此我们首先给出所需的定义以及一些预

备知识(请看文献[3] [4])。设空间 E 是 Banach 空间， :J E R→ 是 1C 泛函。我们约定以下记号： 

( ){ } ( ){ } ( ){ }| 0 , | , |c
cK u E J u J u E J u c K u K J u c′= ∈ = = ∈ ≤ = ∈ = 。 

下面是基本的紧性条件： 
定义 1.1：假设泛函 ( )1 ,J C E R∈ ，若任何满足 ( )nJ u 有界， ( ) ( )0nJ u n′ → →∞ 的序列{ }nu 都有收

敛子列，则称 J 满足 Palais-Smale (简称(PS))条件。 
我们用 ( ),q A BΗ 表示拓扑对 ( ),A B 的 q 阶相对奇异同调群，其系数用 G 表示。 
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定义 1.2：设 0u 为 J 的一个孤立临界点 ( )0J u c= ，U 是 0u 的领域，使得 0u 是 J 在 U 中唯一的临界点。

我们称相对奇异同调群 

( ) { }( )0 0, : , \ ,c c
q qC J u H J U J U u q N= ∈∩ ∩  

是 J 在 0u 处的 q 阶临界群。 
下面列举方程(P)已有的一些结果。假设 

1 20 kλ λ λ< < < < <� �  

是算子 u−∆ 在空间 ( )1,2
0W Ω 中的特征值。如果 

(g1) ( )1 ,f C R R∈ Ω× ，满足 

( ) 1,0k kf xλ λ +′< < ， 

那么根据文献[5]得到 

( ) ,, 0q q kC I Gδ= 。 

另外，在下面的共振条件下， 
(g2) ( )1 ,f C R R∈ Ω× ，满足 ( ) 1,0f x λ′ = 及存在常数 0α > 使得 

( ) 21, ,
2

F x u u uλ
α≤ ≤ ， 

文章[6]使用局部环绕以及有限维约化的方法得到 

( ) ,0,0q qC I Gδ= 。 

其它类似的结果请参考文献[5] [7]。 
本文主要是减弱文章[6]中的条件，但能得到更多的结果。假设 

( ) ( ) 1, ,g x u f x u uλ= − ， 

满足下面条件： 

(f2) 
( )

0

,
lim 0
u

g x u
u→

= ，并且存在常数 0α > ， 0C > 及
*2 p pγ< < < 使得 

( ), ,g x u u C u uγ α≤ ≤ 。 

本文的结果如下。 
定理 1.1：如果条件(f1)与(f2)成立，那么 0u = 为泛函 I 的孤立临界点，并且 

( ) ,0,0q qC I Gδ= 。 

注：1) 本文主要使用临界群的同伦不变性来证明定理，因此我们的泛函根据条件(f1)只需要是 1C 的，

而文章[6]中的泛函要求是 2C 光滑； 
2) 在之前的文章中，为了使用临界群，一般都是假设零点是孤立的临界点，而在我们的结果中可以

证明此结论； 
3) 根据条件(f2)，可以推出存在常数 0C > 使得 

( ) 21, ,
2

F x u u C u uγλ
α− ≤ ≤ ， 

因此我们的条件比(g2)的范围更广；总之，我们的定理是新的。 
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3. 定理的证明 

由文章[6]中的结果知泛函 I 在有界闭集上满足(PS)条件，所以零点临界群的定义有意义。在不引起

混淆的情况下，下面我们都用 C 表示不同的正常数。 
引理 1.2：如果(f1)与(f2)成立，那么 0u = 为泛函 I 的孤立临界点。 
证：反设存在非零元素 0nu → 使得 ( ) 0nI u′ = ，即 nu 为泛函的非零临界点，由椭圆方程的正则性估

计([5])得到 

( ) max 0n nC n
u u

Ω
= → ， 

所以当 n 充分大时 nu α≤ ，再由(f2)得到 

( ), ,n n n ng x u u C u uγ α≤ ≤ 。 

根据特征值的定义及 ( ) , 0n nI u u′ = 得到 

( )

2 2
1

2
1

2
1

2
1

d d

d d , d

d d

d

n n

p
n n n n

p
n n n

p r
n n n

u x u x

u x u x g x u u x

u u x C u x

u u x C u

γ

λ

λ

λ

λ

Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω

≤ ∇

= − ∇ + +

≤ − + +

≤ − + +

∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫

 

根据
*p pγ< < ，当 n 充分大时有 0p r

n nu C u− + < ，此时上式表明 

2 2 2
1 1d d dn n nu x u x u xλ λ

Ω Ω Ω
≤ ∇ <∫ ∫ ∫ ， 

此矛盾推出 0u = 为泛函 I 的孤立临界点。证毕。 
为了计算零点的临界群，我们需要下面的临界群的同伦不变性定理。 

命题 1.3：([8])设 X 为 Banach 空间， ( )1C XτΦ ∈ ，其中 [ ]0,1τ ∈ ，并且 0u 为泛函列 τΦ 的共同临界点。

如果存在 0u 的一个邻域 U 使得 
1) τΦ 在邻域 U 中满足(PS)条件； 

2) 对于 [ ]0,1τ∀ ∈ ， 0u 是 τΦ 在邻域 U 中的唯一临界点； 

3) 算子 ττ →Φ 是 ( )1C U 光滑的； 

那么我们有 

( ) ( )0 0 1 0, , ,q qC u C u q NΦ = Φ ∀ ∈ 。 

类似于文章[9]，对于 [ ]0,1τ ∈ ，我们首先定义一个函数 [ ]( )1 , ,C Rθ α α∈ − 如下 

( )
, 2 ,
, ,

, ,

u u
u u

u

α
θ α α

α α

 ≤


= ≥
− − ≥

 

并定义泛函 ( )( )1 1,
0 ,pC W RτΦ ∈ Ω 为 

( ) ( ) ( )( )2 211 1d d d , 1 d
2 2

pu u x u x u x G x u u x
pτ

λ
τ τθ

Ω Ω Ω Ω
Φ = ∇ + ∇ − − − +∫ ∫ ∫ ∫ ， 

其中 G 为 ( ) ( ) 1, ,g x u f x u uλ= − 的原函数。明显地， ( ) ( )0 u I uΦ = 。 
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引理 1.4：如果(f1)与(f2)成立，那么对于任意的 [ ]0,1τ ∈ ， 0u = 为泛函 τΦ 的孤立临界点。 

证：反设存在 [ ]0,1nτ ∈ 及 0nu → 使得 nu 为泛函
nτ

Φ 的非零临界点，即有 ( ) 0
n nuτ′Φ = ，再由椭圆方程

的正则性估计得到 

( ) max 0n nC n
u u

Ω
= → ， 

所以当 n 充分大时 2nu α≤ ，此时得到 

( )n nu uθ = ， 

所以 

( ) ( ) ( )00
n n n nu u I uτ′ ′ ′= Φ = Φ = ， 

即 nu 为泛函 I 的非零临界点，这与引理 1.2 矛盾。证毕。 
引理 1.5：如果(f1)与(f2)成立，那么 

( )1 ,0,0q qC GδΦ =  

证：根据 [ ]( )1 , ,C Rθ α α∈ − 的定义可知 

( ) ( )1,
0, pu u Wθ α≤ ∀ ∈ Ω ， 

所以根据(f2)得到 

( ) ( )( )2 21
1

1 1d d d , d
2 2
1 d d

p

p

p

u u x u x u x G x u x
p

u x C u x
p

C u C u

γ

γ

λ
θ

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

Φ = ∇ + ∇ − −

≥ ∇ −

≥ −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  

因为
*p pγ< < ，当 u 充分小时 ( )1 0uΦ ≥ ，即零点为泛函 ( )1 uΦ 的局部极小，如此根据文献[3]得到

我们的结论。证毕。 
证明定理 1.1：使用引理 1.2，我们得到 0u = 为泛函 I 的孤立临界点。对于任意的 [ ]0,1τ ∈ ，条件(f1)

保证了泛函 τΦ 在任何的有界区域上都满足(PS)紧性条件，并且算子 ττ →Φ 是 ( )1C U 光滑的；另外，引

理 1.4 说明 0u = 为泛函 τΦ 的孤立临界点。 

综上所述，使用命题 1.3 和引理 1.5，我们有 

( ) ( ) ( )0 1 ,0,0 ,0 ,0q q q qC I C C Gδ= Φ = Φ = ， 

定理证明完毕。 

4. 结语 

近十几年来，拟线性椭圆方程是非线性分析方向的一个热点问题，不仅因为此类方程有很好的物理

生物背景，更重要的是人们发现以往处理半线性椭圆问题的工具，比如极小极大方法、上下解方法、Morse

理论等，并不能直接的平移到拟线性椭圆方程中，这就给此类问题的研究带来了极大的挑战，它要求人

们不断的去完善并拓展已有的工具。在无穷维 Morse 理论中，用两类整数来刻划泛函在其孤立临界点附

近的局部拓扑性质和泛函定义域的整体拓扑性质。本文中只是研究了泛函在零点的性质，如果还能得到

方程在无穷远处的几何结构，我们还可以得到方程非平凡解的存在性，这也是我们今后要研究的问题。

另外，我们期望本文所得到结果和方法发展到其它变分问题上，如椭圆系统、Hamilton 系统等。 
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