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Abstract 
In many statistical problems, there will be nuisance parameters. In the case of small samples, the 
traditional frequency school cannot give a better method. However, the acquisition of large samples 
is often costly and even impossible. The generalized inference solves this kind of inspection prob-
lems very well. Generalized inference is a statistical inference method based on generalized test va-
riables and generalized pivotal quantity. With the development of information technology and data 
analysis, generalized inference is playing its good performance and has been widely used. This ar-
ticle examines some problems of significance for one-sided hypotheses, on the basis of generalized 
pivotal quantity, generalized p value is given and the confidence interval of the interest parameter is 
given by the one-to-one correspondence between the hypothesis test and the confidence interval. 

 
Keywords 
Generalized Test Variable, Generalized Pivotal Quantity, Generalized p Value, Generalized  
Confidence Interval 

 
 

不同分布下均值差的检验问题 

魏秋月1，李泽妤2，牟唯嫣1 
1北京建筑大学理学院，北京 
2北京工商大学嘉华学院，北京 

 
 
收稿日期：2018年7月24日；录用日期：2018年8月7日；发布日期：2018年8月14日 

 
 

 
摘  要 

很多统计问题中会包含讨厌参数，在小样本情况下传统的频率学派无法给出较好的方法，然而大样本的
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获取往往成本较大，甚至无法完成，广义推断的提出很好的解决了此类假设检验问题。广义推断是基于

广义检验变量和广义枢轴量的统计推断方法，随着信息技术与数据分析的发展，广义推断正发挥着它良

好的性能，得到了广泛应用。此文章主要介绍广义枢轴量法在几种不同模型下的应用，通过构造广义枢

轴量给出检验的广义p值，并通过假设检验与置信区间的一一对应关系给出兴趣参数的置信区间。 
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1. 引言 

两总体均值差的假设检验问题来源于生产生活的实际需求之中，是医学、经济学以及现实的工业生

产等各领域的统计工作中的一部分。然而因为检验问题中包含讨厌参数，且样本量有限，因此传统的频

率学派很难给出精确的方法。本文利用广义推断思想方法的广义枢轴量法解决此类假设检验问题，另外，

根据假设检验问题与区间估计的一一对应关系，对兴趣参数置信区间进行了研究。比较数值模拟的结果

可知，通过广义枢轴量法得到的检验统计量犯第一类错误的概率都小于显著性水平 α，不管样本量和总

体数如何变化，结果都很好，确定了广义推断思想方法的良好性能。 

2. 预备知识 

2.1. 广义检验变量和广义 P 值 

定义 1：广义检验变量与广义 p 值。 
形如 ( ); ,T X x η= 的广义检验变量，不仅是随机向量 X 的函数，也是观测值 x 和未知参数η的函数，

且满足以下三个条件： 
1) 对给定的 x 和 ( )0 ,η θ δ= ， ( ); ,T X x η= 的分布函数与讨厌参数δ 无关。 

2) 观测值 ( ); ,T x x η= 与η无关。 

3) 对给定的 x 和η， ( ) ( )( ); , ; , ,P T X x T x x xη η η≥ 关于θ 非减(或非增)。 

考虑单边假设检验问题； 

0 0:H θ θ≤ , 1 0:H θ θ>                                  (1) 

若 ( ); ,T X x η= 关于θ 非减，则关于检验问题(1)的广义 p 值为 

( ) ( )( )
0

0sup ; ,P T X x t x
θ θ

η θ θ
≤

≥ =  

若 ( ); ,T X x η= 关于θ 非增，则关于检验问题(1)的广义 p 值为 

( ) ( )( )
0

0sup ; ,P T X x t x
θ θ

η θ θ
≤

≤ =  

其中 ( )t x 为 ( ); ,T X x η= 当 X x= 时的观测值[1]。 

检验的 p 值是指在假设检验问题中利用观测值做出拒绝原假设的最小显著性水平，即拒绝域的上确
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界，因此有了上面的判断形式，这样可以避免事先确定显著性水平，也可以用 p 值与人们心中的显著性

水平α 进行比较，通常情况下，p 值越小越容易拒绝原假设。 

2.2. 广义枢轴量和广义置信区间 

定义 2：广义枢轴量和广义置信区间。 
形如 ( ); ,R X x η 的广义枢轴量是 ,X x 和η的参数，其中 ( ),η θ δ= ，θ 是兴趣参数， δ 是讨厌参数，

并且满足以下条件： 
1) 对给定的 x， ( ); ,R X x η 的分布与未知参数 ( ),η θ δ= 无关。 

2) 观测值 ( ); ,r R x x η= 与讨厌参数δ 无关。 

假设给定广义枢轴量 ( ); ,R X x η 和置信系数 ( )0 1γ γ< < ，寻找 R 的样本空间的一个子集Cγ ，使得 

( )( ); ,P R x x Cγη γ∈ = , 

取 

( ){ }; ,R x x Cγ γθ ηΘ = ∈ , 

则称 γΘ 为参数θ 的一个置信系数为 γ 的广义置信区间[2]。 
广义枢轴量法解决了传统枢轴量法无法解决的问题，即当分布含有讨厌参数时枢轴量很难或者无法

构造的问题。 
事实上，广义检验变量 T 和广义枢轴量 R 之间有如下关系： 

( )T R g θ+ = ，其中 ( )g θ 为兴趣参数的函数，因此可以通过构造广义枢轴量的方法来进行假设检验，

且其相应的广义 p 值可以通过二者的关系计算得到。 

2.3. Fiducial 广义枢轴量 

定义 3：Fiducial 广义枢轴量。 
设 ( ); ,R X x η 是关于 ,X x 和η的参数，其中 ( ),η θ δ= ，θ 是兴趣参数， δ 是讨厌参数，并且满足以

下条件： 
1) 对给定的 x， ( ); ,R X x η 的分布与未知参数 ( ),η θ δ= 无关。 

2) 观测值 ( ), ,R x x η θ= 。 

则称 ( ), ,R X x η 为兴趣参数θ 的 Fiducial 广义枢轴量。 

可以看出 Fiducial 广义枢轴量是广义枢轴量的特殊情况，这也使得 Fiducial 广义枢轴量可以通过构造

参数的 Fiducial 分布得到，且已经有了较为成熟的构造方法[3]，下面的部分将主要通过实例来做假设检

验问题。 

3. 广义枢轴量法在假设检验与置信区间中的应用 

3.1. 两正态分布均值差的检验 

设 1 2, , , mX X X 和 1 2, , , nY Y Y 是分别来自两正态总体 ( )2
1 1,N µ σ ， ( )2

2 2,N µ σ 的随机样本， iX ， jY ，

1, ,i m=  ， 1, ,j n=  相互独立，其中考虑检验问题： 

0 1 2: 0H µ µ− ≤ , 1 1 2: 0H µ µ− >                              (2) 

令 1
m

ii X
X

m
== ∑ ， 1

n
ii Y

Y
n
== ∑ ，

( )2

12
1

m
ii X X

S
m

=
−

=
∑

，
( )2

12
2

n
ii Y Y

S
n

=
−

=
∑
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已知 2 2
1 2, , ,X Y S S 是独立的充分统计量，分别是 2 2

1 2 1 2, , ,µ µ σ σ 的极大似然估计。其中： 

( )1
1 2

1

~ 0,1XU N
m

µ

σ

−
= , ( )2

2 2
2

~ 0,1YU N
n

µ

σ

−
=  

2
21

1 12
1

~ m
mSK χ
σ −= , 

2
22

2 12
2

~ n
nSK χ
σ −=  

是相互独立的随机变量。 
设 ( )2 2

1 2, , ,x y s s 是 ( )2 2
1 2, , ,X Y S S 的观测值。 

令 ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 2 2 2, , , ,R X Y x y X Y U s K U s Kη = − − − ， 

( ) 1 2, , , ,obsr R x y x y η µ µ= = − ，则关于检验问题(2)的广义 p 值为： 

( ) ( )( )

( )

( )
2 1

1 2

2 2
1 2

1 2
1 2

2 2
1 1 2 2

1 2

2 2
1 2

1 2

1
2 2 2
2 1

1 2

2

Pr , , , , , , , , 0

Pr

Pr
1 11 1

Pr
1 1

Pr
1 1

T T

p R X Y x y r x y x y

s sU U x y
K K

s U s U x y
m nK m K n

s sT T x y
m n

s sT x y T
n m

sE F x y

η η µ µ

−

= ≤ − =

 
 = − ≤ −
 
 
 
 = − ≤ −
 − −− − 
 
 = − ≤ −
 − − 
     = ≤ − +    − −    

= − +

1
2 2 2

1
21 1

sT
n m

−        − −    

 

其中 1 2
1 2

1 2

,
1 1

U UT T
K m K n

= =
− −

，并且分别服从自由度为 1m − 和 1n − 的 t 分布。 

( )
1TF ⋅ 是自由度为 1m − 的 t 分布的分布函数，

2TE 是对 2T 来求得。 

根据假设检验与区间估计的一一对应关系，我们可以得到 1 2µ µ− 的置信系数为 γ 单侧置信下限。 
具体可以通过下面的形式得出： 

( )( )

( )

( )
2 1

1
2 2 2
2 1

1 2

1
2 2 2
2 1

2

, , , ,

1 1

1
1 1

r

T T

P R X Y x y c

s sP T x y c T
n m

s sE F x y c T
n m

η

γ

−

−

≥

  
 = ≥ − + +   − −  

     = − − + + =   − −    

 

因此， 1 2µ µ− 的置信系数为 γ 的置信区间为 ( ),cγ ∞ ，其中 cγ 满足： 
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( )2 1

1
2 2 2
2 1

21
1 1T T

s sE F x y c T
n mγ γ

−     − − + + =   − −    

 

3.2. 两指数分布均值差的检验 

设 ( ),G α β 表示形状参数为α ，尺度参数为 β 的伽马分布， 1 2, , , mX X X 和 1 2, , , nY Y Y 是分别来自指

数分布总体 ( )11,1G µ ， ( )21,1G µ 的随机样本，均值分别为 1µ 和 2µ ， iX ， jY ， 1, ,i m=  ， 1, ,j n=  相

互独立，考虑检验问题： 

0 1 2 0:H µ µ δ− ≤ , 1 1 2 0:H µ µ δ− >                             (3) 

其中 0 0δ ≥ 。 
已知 ( )1~ ,1iX X G m µ=∑ ， ( )2~ ,1iY X G n µ=∑ 是独立的充分统计量，因此检验可以基于两个充 

分统计量来进行。 

令 ( )
1

~ ,1XU G m
µ

= ， ( )
2

~ ,1YV G n
µ

= ， 

( ), , , , x yR X Y x y
U V

η = − ，其中 1 2obsr µ µ= − ，则关于检验问题(3)的广义 p 值为： 

( ) ( )( )1 2 0

0 0
0 0

Pr , , , , , , , ,

Pr Pr 1 V U

p R X Y x y r x y x y

x y x xU E F
U V y V y V

η η µ µ δ

δ δ
δ δ

= ≤ − =

     = − ≤ = ≥ = −        + +      

 

根据假设检验与区间估计的一一对应关系，我们可以得到 1 2µ µ− 的置信系数为 γ 单侧置信下限。具

体可以通过下面的形式得出： 

Pr Pr 1 U V
x y y yc V E F

U V x U c x U c
γ

     − ≥ = ≥ = − =       − −      
 

1 2µ µ− 的置信系数为 γ 的置信区间为 ( ),cγ ∞ ，其中 cγ 满足： 

1 U V
yE F

x U cγ
γ

  
 − =   −  

 

3.3. 截尾指数分布均值差的检验 

设 1 2, , , mX X X 来自一截尾指数分布的一个样本，其密度函数为： 

( )
1 ,

; ,
0,

x x
p x

x

α
α

α β β β
α

  −
− ≥  =   

 ≤

 

其中， Rα ∈ 为门限参数， Rβ ∈ 为尺度参数。考虑假设检验问题： 

0 0:H α β µ+ ≤ , 1 0:H α β µ+ >                              (4) 

其中， µ α β= + 是分布的均值。 
已知 min iU X= 和 min iV X X= − 是两个独立的充分统计量。并且有： 

( )~ 1;U G nα β− ; ( )~ 1;V G n n β−  
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( ) 2
1 2

2 ~nY U α χ
β

= − ; ( )
2

2 2 1
2 ~ n

nY V χ
β −=  

令 ( ) ( )( ) 1

2 2

1, ; , , 2YR U V u v u v nv
Y Y

η = − + ，其中 obsr α β= + ， 

因此关于检验问题(4)的广义 p 值为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )0Pr , ; , , , ; , ,p R V U v u r u v u vθ θ θ µ= ≤ =  

( ) ( )( )
( )( )( )( )1 2

1
0

2 2

1 2 0

1
1 0

1Pr 2

Pr 2

2Y Y

Yu v nv
Y Y

Y n Y u v

E Y n u

µ

µ

ψ µ −

 
− + ≤ 

 
= − ≥ −

= − −

 

其中， ( )ψ ⋅ 是自由度为 ( )2 1n − 的卡方分布的分布函数。 
根据假设检验与区间估计的一一对应关系，我们可以得到α β+ 的置信系数为 γ 单侧置信下限。具体

可以通过下面的形式得出： 

( )( )( )( )1 2

1

2 2

1

2 2

1
1

1Pr 2

1Pr 2

1 2Y Y

Yu v nv c
Y Y

Yu v nv c
Y Y

E Y n u cψ γ−

 
− + ≥ 

 
 

= − + ≥ 
 

= − − − =

 

因此α β+ 的置信系数为 γ 单侧置信区间为 ( ),cγ ∞ ，其中 cγ 满足： 

( )( )( )( )1 2

1
11 2Y YE Y n u cγψ γ

−
− − − =  

3.4. 指数分布定数截断寿命试验均值差的检验 

设 1 2, , , mX X X 和 1 2, , , nY Y Y 是代表寿命的随机样本，分别来自指数分布总体 ( )1,1 xG µ ， ( )1,1 yG µ ，

其均值分别为 xµ 和 yµ ， iX ， jY ， 1, ,i m=  ， 1, ,j n=  ，相互独立，同时假设对两总体寿命的观察分 

别在抽取的第 m 个和第 n 个样本之后结束，考虑检验问题： 

0 0: x yH µ µ δ− ≥ , 1 0: x yH µ µ δ− <                             (5) 

已知 ( ) ( ) ( )1
m

i miU X M m X
=

= + −∑ 和 ( ) ( ) ( )1
n

i niV Y N n Y
=

= + −∑ 是 xµ 和 yµ 的充分统计量。并且有： 

( )~ ,1 xU G m µ ， ( )~ ,1 yV G n µ ，因此： 

2
1 2

2 ~ m
x

UW χ
µ

= ; 2
2 2

2 ~ n
y

VW χ
µ

=  

令 ( ) ( )( )
1 2

2 2, ; , , u vR U V u v
W W

η = − ，其中 obs x yr µ µ= − ， 

因此关于检验问题(5)的广义 p 值为： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

1 2

0

0 2
1 2 1 0 1 0

Pr , ; , , , ; , ,

2 2 2 2Pr Pr 1
2 2W W

p R V U v u r u v u v

u v v vW E F
W W u W u W

η η θ δ

δ
δ δ

= ≥ =

     
= − ≥ = ≥ = −        − −      

 

其中 ( )
2WF ⋅ 是自由度为 2n 的卡方分布的分布函数。 

根据假设检验与区间估计的一一对应关系，我们可以得到 x yµ µ− 的置信系数为 γ 单侧置信上限。具

体可以通过下面的形式得出： 

2 1
1 2 2

2 2 2Pr 1
2W W

u v uc E F
W W c v W

γ
    

− ≤ = − =     +    
 

因此 x yµ µ− 的置信系数为 γ 单侧置信区间为 ( ),cγ∞ ，其中 cγ 满足： 

2 1
2

21
2W W
uE F

c v Wγ

γ
  
 − =   +  

. 

3.5. 关于随机效应模型的检验 

考虑随机效应模型： 

ij i ijX eµ α= + + , 1, , ; 1, ,i a j n= =  , 

其中 µ 是未知参数， iα 是随机效应项，且 ( )2~ 0,i N αα σ ， ije 是误差项，且 ( )2~ 0,ij ee N σ 。令 iX 为第 i

个随机效应的样本均值并且 X 为所有观测者的均值。令： 

( )2
1

1 1

a n

ij i
i j

S X X
= =

= −∑∑ , ( )2
2

1

a

i
i

S n X X
=

= −∑  

其中 1S 为组内平方和， 2S 为组间平方和。考虑假设检验问题： 
2

0 0:H ασ δ≤ , 2
1 :H ασ δ>                                  (6) 

已知 1S 和 2S 为充分统计量，且有： 

( )
21

12 ~ a n
e

SU χ
σ −= , 22

12 2 ~ a
e

SV
n α

χ
σ σ −=

+
 

构造广义枢轴量 2 1s sR
nV nU

= − ，其中 2
obst ασ= ，且 R 关于 2

ασ 非减，因此关于检验问题(6)的广义 p 值

为： 

2 1 2 2

1 1

1r r U V
s s s sp P P V E F
nV nU s U n s U n

δ
δ δ

     = − ≤ = ≥ = −        + +      
. 

其中 ( )VF ⋅ 是自由度为 1a − 的卡方分布的分布函数。 

根据假设检验与区间估计的一一对应关系，我们可以得到 2
ασ 的置信系数为 γ 单侧置信下限。具体可

以通过下面的形式得出： 

2 1 2

1
U V

s s sP c E F
nV nU s U nc

γ
   − ≥ = =     +    
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因此 2
ασ 的置信系数为 γ 置信区间为 ( ),cγ ∞ ，其中 cγ 满足 2

1
U V

sE F
s U ncγ

γ
  
  =   +  

。 

4. 结论 

根据概率积分变换的性质，我们得到广义 p 值服从 [ ]0,1 上的均匀分布。 
若显著性水平α 为 0.05，根据模拟结果得到的广义 p 值均控制在显著性水平以下，且有非常好的性

能，当样本量或总量发生变化时，模拟的结果依然很稳定。 
本文只在一元情形下做研究，关于广义 p 值在多元统计下的统计推断问题的应用我们会继续研究，

虽然广义推断有着经典频率学派方法所没有的优点，但未必在所有情况下都适合，并且在很多情况下统

计推断也无法给出相应的解决方法，这也是需要我们进一步进行探讨与研究的。 
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