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Abstract 
In this paper, the global existence and large time behavior problem of three gases of Euler equa-
tion in the small initial value are studied. The main content of this chapter is the proof of theorem 
1.1. First of all, we first give a lemma 3.1 for a ( )W t δ≤  sufficiently small. Using the Hölder in-
equality, Young inequality and other calculation methods, the derivative of unknown function 
( )i iu,δ  with respect to x is estimated using the derivative of ( )i iu,δ  with respect to time t. Then, 
standard energy estimation method is used to estimate the concentration of flux iN . Finally, by 
constructing the ( )E t1  and function ( )E t  equivalent, we prove ( )E t1  meets uniformly bounded 

and exponential decay rate, so as to get ( )W t  is uniformly bounded and exponential decay rate.  
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摘  要 

该文研究了三种气体Euler方程在小初值的情况下解的整体存在性及大时间行为问题。本文的主要内容是

定理1.1的证明。首先给出引理3.1，对于 ( )W t δ≤ 充分小，利用Hölder不等式，Young不等式等计算方

法将未知函数 ( )i iu,δ 关于x的导数用 ( )i iu,δ 关于时间t的导数进行估计。然后用标准能量估计方法，对浓

度通量 iN 估计；最后构造 ( )E t1 函数与 ( )E t 等价，证明出 ( )E t1 满足一致有界且指数衰减速率，从而得

到 ( )W t 也是一致有界且指数衰减速率。  
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1. 引言 

本文我们研究 N 种气体 Euler 方程[1] [2]的推导。因为 T 是常数，所以宏观方程仅仅通过质量守恒、

动量守恒得到。 

( ) ( ) 3, , onm b
t i x i i i i ij i i

j i
f v f Q f f Q f f R Rλ λ λ λ λ λλ +

≠

∂ + ⋅∇ = + ×Ω×∑              (1-1) 

我们称(1-1)为带有小扰动的 λ 的 Boltamann 方程[3] [4]：其中 λ 为平均自由程。 
定义每个分布函数 if 的 0 阶矩阵和 1 阶矩阵为 

( ) ( )
( ) ( )3

1 ,
, , d , 0,

, ,
i

iR
i i

c t x
f t x v v t x

v c t x u t x

λ
λ

λ λλ
  

= > ∈Ω       
∫                 (1-2) 

对方程(1-1)两边在 R3 上关于 v 积分，我们得到 

( ) ( )( )3 3, , d , , d 0t i x iR R
f t x v v vf t x v vλ λλ∂ +∇ ⋅ =∫ ∫                     (1-3) 

使用(1-2)，对 1 i N∀ ≤ ≤ ，我们有 

( ) 0t i x i ic c uλ λ λ∂ +∇ ⋅ =                                 (1-4) 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 3

1d d , db
t i x i ij i jl l l lR R R

j i
v f v v v f v v v Q f f v vλ λ λ λ λλ

λ ≠

∂ +∇ ⋅ = = Θ∑∫ ∫ ∫        (1-5) 

由于 ijB 关于σ 对称，所以 1l = 或 2 时 ( ) 0lσ = ；又由于
2π 2π

0 0
sin d cos d 0φ φ φ φ= =∫ ∫ ，所以第三个记为 

( ) ( ) ( )2

π 1*
3 0 1

*

d 2π sin cos cos d 2π d 0ij ij ijS

v vb b b
v v

σ σ σ θ θ θ θ η η η
−

 −
⋅ = = =  − 

∫ ∫ ∫  

因此 
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( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1

3
2

2π
d

j ij L
t i i x i i j j j i ilRl l lj i i j

m b
c u v f v v c c u c c u

m m
λ λ λ λ λ λ λ λ λλ

≠

∂ +∇ ⋅ = −
+∑∫      (1-6) 

最后得到以下方程 

( ) ( ) ( )12
2π j ij L

t i i x i i i x i i j j j i i
j ii i j

m bkTc u c u u c c c u c c u
m m m

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λλ
≠

 ∂ +∇ ⋅ ⊗ + ∇ = −  +∑        (1-7) 

方程(1-4)与(1-7)组成欧拉方程 

( )

( ) ( )2

0t i x i i

i j j j i ii
t i i x i i i x i

j i ij

c c u

c c u c c um
c u c u u c

kT

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λλ

≠

∂ +∇ =

 −

 ∂ +∇ ⊗ +∇ =   ∆
∑

 1, 2, ,i N=        (1-8) 

2. 研究主要内容与主要结论 

对于上述研究的混合气体𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸方程组(1-8)，我们考虑三种气体的一维情形： 

( )

( ) ( )2

0t i x i i

i j j j i ii
t i i x i i i x i

j i ij

c c u

c c u c c um
c u c u u c

kT
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λ λ λ λ λ λλ

≠

∂ + ∂ =

 −

 ∂ + ∂ + ∂ =   ∆
∑

 1, 2,3i =            (2-1) 

不失一般性，我们假设
2

1
kT
λ

= 记 ( ) ( ), , ,i ic t x c t x kT= ， ( ) ( ), , ,i iu t x u t x kT= ，
1 ,i i i i

i

k N c u
m

= =  

( )1,2,3i = ，则方程(1-8)变为： 

1 1

2 2

3 3

2
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2
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c
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 [ ], , 0x a b t∈ ≥         (2-2) 

配有以下初值条件： 

( ) ( )( )
( ) ( )
( )

0 00

0

, ,

0

0

i i i it

i i

b
i ia

c u c u x

N a N b

c x dx c

=
 =

 = =


= >∫ 

 [ ] ( ), , 0, 1, 2,3x a b t i∈ ≥ =                   (2-3) 

最后一个积分是为了保证不出现平凡解情况。 
我们考虑如下能量空间 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )( ){ }2
2 0, , , : , 0, 0, ; , , 0,1, 2l l

tX T a b F a b t R F L t H a b l∞ −≡ × → ∂ ∈ =  

在 2X 空间里考虑解的存在性，我们有如下定理： 
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定理 1.1. 存在一个充分小的数 λ ，如果 ( ) [ ]( ) ( )2
0 0 0 0

2
, , , ,i i i i i ic c N H a b c c N ε− ∈ − ≤ ，且满足条件

(I)~(III)，那么方程组 (2-2)~(2-3)在 [ ) [ ]( ) [ ) [ ]( )1
20, , 0, , ,C a b X a b+∞ × +∞ 上存在整体光滑解 ( ),i ic N

( )1,2,3i = ,而且存在不依赖于时间的常数 0, 0C η> > ，使得 

( )3 2 2 2

2 21 0
el l t

t i t il li l
u C ησ −

− −
= =

∂ + ∂ ≤∑∑  

其中 ,C η 不依赖于 t。 

3. 证明混合气体欧拉方程解的整体存在性及大时间行为 

令 i i ic cσ = − ，则方程组(2-2)变为 

1 1

2 2

3 3

2
31 2 1 1

1 1 1 1 1 1 2 1 3
12 13 12 131 1

32 1 1
1 1 1 2 1 3

12 13 12 13

2
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0
0
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N
N
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c
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   
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2 2
2 2 2 1 2 3

12 23
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2
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


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
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

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




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

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            (3-1) 

我们 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 22 2 2 2

2 21 0 1 0
,l l l l

t i t i t i t il li l i l
W t N E t Nσ σ

− −
= = = =

= ∂ + ∂ = ∂ + ∂∑∑ ∑∑                  (3-2) 

为了证明定理 1.1，我们分一下几个引理来证明。 
引理 3.1. 设 ( ),i iNσ 是方程组(3-1)的解，存在充分小的δ ，如果 ( )W t δ≤ ，那么存 1 0C > ，使得 

( ) ( )W t E t≤  

其中 1C 不依赖于 t。 
证明：由(3-1)得 

2
31 2 1 1

1 1 1 1 1 1 2 1 3
12 13 12 131 1

32 1 1
1 1 1 2 1 3

12 13 12 13

x t x
Nk N k N k N k N

c

cc c ck N k N k N

σσ σ σ
σ

σ

   
∂ = −∂ − ∂ − + + +     ∆ ∆ ∆ ∆+   

 
− + + +  ∆ ∆ ∆ ∆ 

 

所以，我们有 
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( ) ( )
32 22 2
21 1 1 2 3xk C N N N CW tσ∂ ≤ + + +  

所以 ( ) ( )
32 2 2 2
21 1 1 2 3tx t t tk C N N N CW tσ∂ ≤ ∂ + ∂ + ∂ +  

所以 ( ) ( )
32 2 2 2
21 1 1 2 3xx x x xk C N N N CW tσ∂ ≤ ∂ + ∂ + ∂ +  

由(3-1)得 1 1x tN σ∂ = −∂  
所以

2 2
1 1x tN σ∂ = ∂  

1 1xx txN σ∂ = −∂  

所以 ( ) ( )
32 2 2 2 2
21 1 1 2 3xx tx t t tN C N N N CW tσ∂ = ∂ ≤ ∂ + ∂ + ∂ +  

1 1tx ttN σ∂ = −∂  

所以
2 2

1 1tx ttN σ∂ = ∂  
同样地，对于 2 3 2 3, , ,c c N N 我们也有类似的估计。 
我们相加以上不等式得到： 

( ) ( ) ( )
3
2W t CE t CW t≤ +                               (3-3) 

取δ 充分小，使得 ( ) ( )
3
2

1
2

CW t W t≤ ，代入(3-2)，我们有 

( ) ( )1W t C E t≤  

这里 1C 是与 t 无关的正常数，引理 3.1 证明完毕。 
引理 3.2. 存在常数 2 0C > 使得 

( ) ( )
3 2 3

22
1 0

d 2
d

l
t i

i l
E t N C W t

t
λ

= =

+ ∂ ≤∑∑                           (3-4) 

证明：零阶估计：我们计算 ( ) ( )1 1 11 43-1 3-1k Nσ ⋅ + ⋅ 得到 

( ) ( )2 2 232 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 3 1

12 13 12 13

2
231 2 1 1

1 1 1 1 2 1 1 3 1
12 13 12 131 1

1 d
2 d x

x

cc c ck N k N k N k N N k N N
t

N N k N k N N k N N
c

σ σ

σσ σ σ
σ

 
+ + ∂ + + − −  ∆ ∆ ∆ ∆ 

   
= −∂ − + + +     ∆ ∆ ∆ ∆+   

       (3-5) 

接下来，我们计算 ( ) ( )2 2 22 53-1 3-1k Nσ ⋅ + ⋅ 得到 

( ) ( )2 2 231 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 3 2

12 23 12 23

2
232 1 2 2

2 2 2 2 1 2 2 3 2
12 23 12 232 2

1 d
2 d x

x

cc c ck N k N k N k N N k N N
t

N N k N k N N k N N
c

σ σ

σσ σ σ
σ

 
+ + ∂ + + − −  ∆ ∆ ∆ ∆ 

   
= −∂ − + + +     ∆ ∆ ∆ ∆+   

      (3-6) 

最后，我们计算 ( ) ( )3 3 33 63-1 3-1k Nσ ⋅ + ⋅ 得到 

( ) ( )2 2 2 3 31 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 3 3 2 3

13 23 13 23

2
23 3 31 2

3 3 3 3 3 1 3 3 2
13 23 13 233 3

1 d
2 d x

x

c cc ck N k N k N k N N k N N
t

N N k N k N N k N N
c

σ σ

σ σσ σ
σ

 
+ + ∂ + + − −  ∆ ∆ ∆ ∆ 

   
= −∂ − + + +     ∆ ∆ ∆ ∆+   

       (3-7) 
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相加(3-4) + (3-5) + (3-6)我们有 

( ) ( )
3 32 2 2 23 32 1

1 1 2 2
1 1 12 13 12 23

2 3 3 3 31 2 1 1 2 2 1 1 2 2
3 3 1 2 1 3 2 3

13 23 12 12 13 13 23 23

2

1 d
2 d i i i i x i i

i i

i
x
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σ σ
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   
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      
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= −∂

∑ ∑

2 2 23 32 1 1 2
1 1 2 2 3 3

12 13 12 23 13 23

3 3 3 31 1 2 2 1 1 2 2
1 2 1 3 2 3
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i
i i

N k N k N k N
c
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σ σσ σ σ σ

σ σσ σ σ σ
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     (3-8) 

对于(3-7)中的 

2 2 23 32 1 1 2
1 1 2 2 3 3

12 13 12 23 13 23

T3 3 3 31 1 2 2 1 1 2 2
1 2 1 3 2 3
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c cc c c ck N k N k N
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    
− + − + − + =         ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆     

 

当 ( ), , , 1, 2,3i i ijk c i j∆ = 满足以下条件时，A 是正定矩阵。 

(I) 

32
1

3
1

1 2 3

2 4

2

kkk

kk

k k k

 > >

 >


≠ ≠

 

(II) 

2 1 2
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1
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1 2 3
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2

k k kc c c
k k k k k k

kc c
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c c c

   
> >   − − −  


> −
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(III) ( )

( ) ( )

2 2 1 1 2 1

23 2 3 2 2 3 3 12

3 1 1 1 3 3 3 2
13 23

1 1 3 3 2 2 3 3
13 23

21 1
2

1 12 2 0

1 1 0

k c k c k c
k c k c k c

k c k c k c k c

k c k c k c k c

  + −
>  

∆ − − ∆ 
 − + + >
∆ ∆


+ − + >

∆ ∆

 

那么 

( )2 2 2 T
1 2 3N N N N ANλ + + ≤  

其中 λ 为 A 的最小特征值。 
对(3-7)两边从 a 到 b 上关于 x 积分，我们得到 

( ) ( )
3 3 32 2 2

2

1 1

d 2
d i i i i

i i
k N N CW t

t
σ λ

= =

+ + ≤∑ ∑  

一阶估计，我们计算 ( ) ( )1 1 11 43 1 3 1t tk Nσ    ∂ ⋅ − + ∂ ⋅ −   得到 
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( ) ( ) ( )

( )

22 2 32
1 1 1 1 1 1 1 1

12 13

1 1
1 2 1 1 3 1

12 13

2
231 2 1 1

1 1 1 1 2 1 1 3 1
12 13 12 131 1

2 3
1 1

12 13

1 d
2 d t t x t t t

t t t t

tx t t t t t t

t t
t

cck N k N k N
t

c ck N N k N N

N N k N k N N k N N
c

k N

σ σ

σσ σ σ
σ

σ σ

 
∂ + ∂ + ∂ ∂ ∂ + + ∂  ∆ ∆ 

− ∂ ∂ − ∂ ∂
∆ ∆

   
= −∂ ∂ − + ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂     ∆ ∆ ∆ ∆+   

 ∂ ∂
− + ∂ 

∆ ∆ 
1 1

1 1 2 1 1 3 1
12 13

t t
t tN k N N k N Nσ σ∂ ∂

+ ∂ + ∂
∆ ∆

          (3-9) 

我们类似地得到 

( ) ( )2 2 22 53-1 3-1t tk Nσ   ∂ ⋅ + ∂ ⋅                               (3-10) 

和 

( ) ( )2 3 33 63-1 3-1t tk Nσ    ∂ ⋅ + ∂ ⋅                                (3-11) 

相加(3-10)~(3-11)式，然后再对两边从 a 到 b 上关于 x 积分，我们得到 

( ) ( )
3 3 32 2 2

2

1 1

d 2
d i t i t i t i

i i
k N N CW t

t
σ λ

= =

∂ + ∂ + ∂ ≤∑ ∑  

同样地，对于 ,tt i tt iNσ∂ ∂ 也有类似的二阶估计 

( ) ( )
3 3 32 2 2

22
1 1

d 2
d i tt i tt i tt i

i i
k N N C W t

t
σ λ

= =

∂ + ∂ + ∂ ≤∑ ∑                   (3-12) 

结合零阶估计、一阶估计、二阶估计，我们得到 

( ) ( )
3 2 3

22
1 0

d 2
d

l
t i

i l
E t N C W t

t
λ

= =

+ ∂ ≤∑∑                          (3-13) 

其中 2C 为不依赖于 t 的正常数。引理 3.2 证明完毕。 
引理 3.3. 存在常数 3C ，使得 

( ) ( )
3 2 3 2 3 2 32 21 23 4
1 1 1 0 1 1

d d
d

b l l
i t i t i i t i t ia

i l i l i l
k x k C N C W t

t
σ σ σ−

= = = = = =

− ∂ ∂ + ∂ ≤ ∂ +∑∑ ∑∑ ∑∑∫            (3-14) 

证明：根据质量守恒，我们有 

d 0
b i

ia

cc x
b a

 
− =  − 

∫  

这里 ( )1,2,3iC i = 分别是方程(3-1)，(3-2)，(3-3)的解， ic
b a−

是 iC 的平衡态。因为 i
i i

cc
b a

σ = −
−

，根

据庞加莱不等式[5] [6] [7]，我们有 

( ) ( )32 2 2
2 , 1, 2,3i x i t i iC CW t C N N iσ σ≤ ∂ ≤ + ∂ + =  

我们计算 ( )1 11-3tk  ⋅ ∂  ，再两边乘以 1σ 得 1 1 1 1 1 1 0tt txk k Nσ σ σ⋅∂ + ⋅∂ = 。 
再从 a 到 b 上积分，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
32 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 2 3

d d d d d
d

b b b b
t t ta a a a

k x k x C N x N N N x CW t
t

σ σ σ− ∂ + ∂ ≤ ∂ + + + +∫ ∫ ∫ ∫  
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即 

( ) ( ) ( )
32 2 22 2
21 1 1 1 1 1 1 2 3

d d
d

b
t t ta

k x k C N N N N CW t
t

σ σ σ− ∂ + ∂ ≤ ∂ + + + +∫  

我们计算 ( )1 13-1ttk  ⋅ ∂  ，再两边乘以 1tσ∂ 得 1 1 1 1 1 1 0ttt t ttx tk k Nσ σ σ⋅∂ ∂ + ⋅∂ ∂ = 。 

再从 a 到 b 上积分，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
32 2 2 2 2
21 1 1 1 1 1 1 2 3

d d d
d

b b
t tt tt tt t t ta a

k x k x C N N N N CW t
t

σ σ σ− ∂ ∂ + ∂ ≤ ∂ + ∂ + ∂ + ∂ +∫ ∫  

( ) ( ) ( )
32 2 2 2 2
21 1 1 1 1 1 1 2 3

d d
d

b
t tt tt tt t t ta

k x k C N N N N CW t
t

σ σ σ− ∂ ∂ + ∂ ≤ ∂ + ∂ + ∂ + ∂ +∫  

联合以上估计，我们证得 

( ) ( )
3 2 3 2 3 2 32 21 23 4
1 1 1 0 1 1

d
d

b l l
i t i t i i t i t ia

i l i l i l
k dx k C N C W t

t
σ σ σ−

= = = = = =

− ∂ ∂ + ∂ ≤ ∂ +∑∑ ∑∑ ∑∑∫  

其中这里 3C ， 4C 不依赖于 t 无关的常数，引理 3.2 证明完毕。 

结合引理 3.2 和引理 3.3 具有耗散特征[8] [9] [10]，我们令 3
5 max 2,

cC
λ

 ≡  
 

且定义 

( ) ( ) ( )
3 2 3 22 2 1

1 5
1 0 1 1

d d
d

bl l l l
t i t i t i t ia

i l i l
E t C N x

t
σ σ σ−

= = = =

= ∂ + ∂ − ∂ ∂∑∑ ∑∑∫                  (3-15) 

显然对于任意 0t ≥ ，有 ( )1 0E t ≥ 。 
引理 3.4. 存在常数 6 7, 0C C > 使得 

( ) ( ) ( )
3
21 6 7

d
d

E t C E t C W t
t

+ ≤                              (3-16) 

证明：我们计算 ( ) ( )5 3-3 3-14C × +  

( ) ( )
3 2 3 2 32 2

21 5 7
1 0 1 0

d
d

l l
t i t i

i l i l
E t C N C W t

t
σ

= = = =

+ ∂ + ∂ ≤∑∑ ∑∑                      (3-17) 

取 { }6 5min ,1C C= ，那么(3-17)意味着(3-16)成立。 

解的估计 

从(3-2)，(3-16)和 5C 的定义可以看出 ( )E t 与 ( )1E t 等价，即存在 3C ， 3 0C > 使得 

( ) ( ) ( )8 1 9 1C E t E t C E t≤ ≤                                (3-18) 

因此由(3-17)和(3-18)我们得到 

( ) ( ) ( )
3
21 8 6 1 1

d
d

E t C C E t CW t
t

+ ≤                              (3-19) 

取δ 充分小，使得 ( ) ( ) ( )8 6 8 6
1

92 2
C C C CCW t E t E t

C
≤ ≤ ，因此，我们得到 

( ) ( )1 10 1
d 0
d

E t C E t
t

+ ≤                                 (3-20) 

其中 6 8
10 2

C CC = 由 Gronwall 不等式，我们有 ( )1 e tE t C η−≤ ， ( ) e tW t C η−≤ 。 
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所以，我们有 ( ) e tW t C η−≤ ，定理 1.1 证明完毕。 

4. 小结 

本文首先对三种气体 Euler 方程作稳态解分析[11]，并在方程组的稳态解附近作一个小摄动，通过运

用能量方法得到三种气体 Euler 方程组解的能量不等式。然后根据解的估计式，得到在

[ ) [ ]( ) [ ) [ ]( )1
20, , 0, ,C a b X a b+∞ × +∞ × 空间下解是整体存在的，并满足指数的衰减速率。  
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