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Abstract 
We give a necessary and sufficient condition for the block Toeplitz operator on vector value 
Bergman space, where F is the bounded vector value function of general nature, G is harmonic po-
lynomial. 
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摘  要 

本文给出了向量值Bergman空间上块Toeplitz算子TFTG = 0的一个充分必要条件，其中F为一般本性有界

向量值函数，G为调和多项式。 
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1. 引言 

记 IN 为自然数集，Z 为整数集。定义 D 是复平面 C 上的开单位圆盘。dA 表示 D 上正规化的面积测

度，即 

( ) 1d d d d d .
π π
rA z r x yθ= =  

( )2 ,dL D A 是 D 上关于 dA 平方可积的函数全体构成的 Hilbert 空间，可表示为： 

( ) ( ) ( )22 ,d : d ,
D

L D A f f z A z
 

= < +∞ 
 

∫
 

对任意的 ( )2, ,df g L D A∈ ， ( )2 ,dL D A 空间中内积为： 
( ) ( ) ( ), d .

D

f g f z g z A z= ∫
 

Bergman 空间 ( )2 ,daL D A 为 ( )2 ,dL D A 上由全体解析函数构成的闭子空间。定义 D 上由关于 dA 的本性

有界可测函数全体构成的 Banach 空间为 ( ),dL D A∞ ，P 是从 ( )2 ,dL D A 到 ( )2 ,daL D A 上的正交射影，则有 

( )( ) ( ) ( ) ( ), d ,z z
D

Pf z f K f w K w A w= = ∫
 

( )
( )2

1
1

zK w
zw

=
−

 ( ),z w D∈ 为 ( )2 ,daL D A 的再生核，令 ( ) ( )z
z

z

K w
k w

K
= 为正规化的再生核。 

定义 1.1：设 ∈λ ( ),dL D A∞ ，以 λ 为符号的 Toeplitz 算子定义如下： 

( ) ( )2, ,d .aT f P f f L d Aλ λ= ∈  
说明：设 ( ), ,dL D Aλ µ ∞∈ ，则 Toeplitz 算子具有以下性质： 
1) ,a b C∀ ∈ ， a bT aT bTλ µ λ µ+ = + ， 
2) f fT T∗ = 。 
记 n nM × 为 C 上的 n n× 矩阵的全体。定义 ( ) ( )2 2, ,dn nL D C L D A C= ⊗ 为 D 上关于 dA 平方可积的向量

值函数空间。 ( ) ( )2 2, ,dn n
a aL D C L D A C= ⊗ 为 D 上的向量值 Bergman 空间，其中“⊗”为 Hilbert 张量积。

以 ( ) ( ),d n nz L D A M∞
×Ψ ∈ ⊗ 为符号的 Toeplitz 算子定义为 

( ) ( ) ( )2
2

,
, , ,n

a

n
aL D C

T h P h h L D CΨ = Ψ ∈  

其中 ( )2 , n
aL D C

P 是从 ( )2 , nL D C 到 ( )2 , n
aL D C 的正交射影。 

“⊕”表示直和 ( ) ( ) ( ), ,d ,dnL D C L D A L D A∞ ∞ ∞= ⊕ ⊕� ， ( ) ( ) ( )2 2 2, ,d ,dn
a a aL D C L D A L D A= ⊕ ⊕� ，

那么块 Toeplitz TΨ有下列矩阵表示： 

11 1

1

,
n

n nn

T T

T
T T

Ψ Ψ

Ψ

Ψ Ψ

 
 

=  
 
 

�

� � �
�

 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2018.712177
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张楠 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.712177 1523 应用数学进展 
 

其中 

11 1

1

.
n

n nn

ψ ψ

ψ ψ

 
 Ψ =  
  

�
� � �
�

 

块 Toeplitz 算子和块 Toeplitz 算子的截断行列式存在于在数学和物理学的各个分支中，并有着重要的

应用，尤其是在量子力学的理论研究中。例如，经典的二聚体模型[1]和不相交行走模型[2]的研究应用了

块 Toeplitz 算子的截断行列式理论；盖尔芬德迪基层次的研究[3]应用了块算子理论等。 
Brown 与 Halmos 证明在单位圆周上的 Hardy 空间上，若有 0f gT T = ，则符号 f 或 g 必定有一个为零

[4]。1984 年，美国数学家 Axler 访问四川大学时提出一个问题，若 Hardy 空间上 n 个 Toeplitz 算子的乘

积为零，是否必定有其中一个为零? 1994 年，郭坤宇[5]证明了 5n = 时结论是对的。Gu 证明结论对于 6n =

也对[6]。 6n > 的情况后来也被解决[7]。Bergman 空间上的函数论与 Hardy 空间不一样，因此 Bergman
空间上的算子理论与 Hardy 空间上的算子理论也不一样。即使在 D 上的 Bergman 空间上，有些看来非常

简单的问题解决起来也很困难。例如具有有界调和函数符号的两个 Toeplitz 算子的乘积为零是否必有一

个为零?这个问题就悬置了很长时间。直到 2001 年才由 Ahern 和 Čučković 解决并发表在文[8]中。文[8]
证明了若 f 和 g 是有界调和函数，使得 0f gT T = ，则 f 或 g 恒等于零。近年来，许多学者开始研究多圆盘

和单位球上的 Bergman 空间。例如，卢玉峰等[9] [10]分别研究了多圆盘和单位球 Bergman 空间上的有界

Toeplitz 和 Hankel 乘积。于涛和朱若卫研究了单位球向量值 Bergman 空间上的 Toeplitz 乘积有界的充要

条件[11]。 
本文通过 Mellin 变换研究 Bergman 空间上两个 Toeplitz 算子乘积的有限和为零问题，并以此为基础

研究向量值 Bergman 空间上两个块 Toeplitz 算子的零积问题。 
定义 1.2：对ϕ 是 [ ]0,1 上的可积函数，可定义 Mellin 变换： 

( ) ( )1 1
0

ˆ d ,zz r r rϕ ϕ −= ∫  

此时，它是半平面{ }: Re 1z z > 上的有界解析函数。其中 ( )2 ,dL D A 可分解为： 

( ) ( ){ }1 22
0

,d e , : : d ,ik

k Z
L D A u D C r u r rθ

∈
= ⊕ ℜ ℜ = → < ∞∫  

因此对任意 ( )2 ,df L D A∈ ，都有 

( ) ( )e e , .i ik
k k

k
f r f r fθ θ

∞

=−∞

= ∈ℜ∑  

引理 1.1 [8]：若 ( )2 ,df L D A∈ ，对 eiz R θ= ，则可定义 f 的 Berezin 变换 Bf ： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 12
.

1

ˆ, 2 1 2 ek n ik
z z k

k n
Bf z fk k R R n n k f n k R θ

∞ ∞
−

=−∞ =

 = = − + +  
∑ ∑  

引理 1.2 [12]：若ϕ 为{ }: Re 1z z > 上的有界解析函数，若存在自然数序列{ } 0k k
n ∞

=
使得 

( )ˆ 0knϕ = 且
0

1
k kn

∞

=

= ∞∑  

则 .0=ϕ  

2. Bergman 空间上两个 Toeplitz 算子乘积的有限和 

定理 2.1：假设 ( ) ( ),dpf L D A∞∈ ， ( )p j l
p pg z zα β= + ， ,p p Cα β ∈ ， ,p p Cα β ∈ ，且满足 
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( ) ( )

1
0.

N
p

p p
p

fα β
=

+ =∑  

那么有 ( ) ( )
1

0p p

N

f g
p

T T
=

=∑ 当且仅当 ( )

1
0

N
p

p
p

fα
=

≡∑ 。 

证明：必要性。因为 ( ) ( )
1

0p p

N

f g
p

T T
=

=∑ ，所以 

( ) ( )
1

0.p p

N

wf g
p

T T k
=

=∑  

令 ( )
1

p j
pg zα= ， ( )

2
p l

pg zβ= 。由 ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1, 2, ,p

p p
w w wg

T k g k g w k p N= + = � ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 1 1

0 , , , ,p p p p p p p p

N N N

w w w w w w w wf g f g f fg gp p p
T T k k T T k k T T k k T T k k

= = =

 = = = + 
 

∑ ∑ ∑  

由引理 1.1，上式可变成 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

0,
N

p p p p

p
B f g w g w Bf w

=

 + =  ∑  

即 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2
1 1

.
N N

p p p p

p p
B f g g Bf

= =

= −∑ ∑                                 (1) 

由引理 1.1 得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2
1

1 1 1

22 2 2
.

1 1

ˆ2 1 2 e

ˆ2 1 2 e

N N
kp p pn j ik

p k j
p k n p

N
k pn ik

p k j
k n p

B f g R R n n k R r f r n k

R R n n k R f n k j

θ

θ

α

α

∞ ∞
−

−
= =−∞ = =

∞ ∞
−

−
=−∞ = =

 
= − + + 

 
 

= − + + + 
 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

再次运用引理 1.1， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2
2

1 1 1

22 2 2
.

1 1

ˆ2 1 2 e

ˆ2 1 2 e

N N
kp p p i k ln l

p k
p k n p

N
k l pn l ik

p k l
k n p

g Bf R R n n k R f n k

R R n n k l R f n k l

θ

θ

β β

β β

∞ ∞
−+ −

= =−∞ = =

∞ ∞
+ + −

+
=−∞ = =

 
− = − − + + 

 
 

= − − + + + + 
 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

对比式(1)两边 eikθ 的系数，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ2 2
N N

k k lp pn n l
p k j p k l

n p n p
R n n k f n k j R R n n k l f n k l Rα β

∞ ∞
+− + −

− +
= = = =

   
+ + + = − + + + +   

   
∑ ∑ ∑ ∑     (2) 

对 k IN∈ 都成立。 
当 0k ≥ 时，式(2)变成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ2 2
N N

p pn n l
p k j p k l

n p n p
n n k f n k j R n n k l f n k l Rα β

∞ ∞
− + −

− +
= = = =

+ + + = − + + + +∑ ∑ ∑ ∑  

令 n l− 代 n，等式右边变成 

( )( ) ( ) ( ) 2 2

1 1

ˆ 2 ,
N

p n
p k l

n l p
n l n k f n k l Rβ

∞
−

+
= + =

− − + + −∑ ∑  
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上式两边都是关于 0 1R≤ ≤ 的函数，故当 1n l≥ + 时，对 0k ≥ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ2 2 .
N N

p p
p k j p k l

p p
n f n k j n l f n k lα β− +

= =

+ + = − − + −∑ ∑  

因此有界解析函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ2 2
N N

p p
p k l p k j

p p
z l f z k l z f z k jβ α+ −

= =

− + − + + +∑ ∑ 在几何级数 { }1, 2,l l+ + � 上为

零，由引理 1.2，进而在{ }: Re 1z z > 上等于零，所以有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ2 2
N N

p p
p k l p k j

p p
z l f z k l z f z k jβ α+ −

= =

− − + − = + +∑ ∑                         (3) 

对 0, Re 1k z≥ > 成立。 
若 Re 1, 0z k> ≥ ，则有下面的等式成立： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1

1

ˆ 2

ˆ 2

N
p

p k l m j l
p

N
p

p k j
p

z l z l j l z l m j l f z k l m j l

z z j l z m j l f z m j l k j

β

α

+ + +
=

−
=

− − − + + − + + + − + +

= + + + + + + + +

∑

∑

�

�
              (4) 

证明：假设 m 时成立，下证 1m + 时成立。 

( ) ( )( ) ( )( )( )

( )
( ) ( )( )( )

1

1

ˆ 2 1
N

p
p k l m j l j l

p

z l z l j l z l m j l

f z k l m j lβ + + + + +
=

− − − + + − + + +

⋅ + − + + +∑

�
 

令 k k j l′ = + + ，此时有 

( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

1

1

ˆ 2
N

p
p k l m j l

p

z l m j l z l z l j l z l m j l

f z k l m j lβ ′+ + +
=

= − − + + + − − + + − + +

′⋅ + − + +∑

�
 

由归纳假设， 0k ′ > ，得到 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

1

1

1

ˆ 2

1

ˆ 2 2

N
p

p k j
p

N
p

p k l
p

z z j l z m j l z m j l l

f z m j l k j

z z j l z m j l z m j l l

f z m j l k j l

α

α

′−
=

+
=

= + + + + + + + −

′⋅ + + + +

= + + + + + + + −

⋅ + + + + +

∑

∑

�

�
                         (5) 

因为 ( ) ( )

1
0

N
p

p p
p

fα β
=

+ =∑ ，所以(5)式等于 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

1

1

ˆ 2 2
N

p
p k l

p

z z j l z m j l z m j l l

f z m j l k j lβ +
=

− + + + + + + + −

⋅ + + + + +∑

�
 

作变量替换， ( )( )1z z m j l′ = + + + ，此时上式变形为 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

ˆ 2
N

p
p k l

p
z z j l z m j l z l f z k lβ +

=

′ ′= − + + + + − + −∑�  
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运用(3)， Re 1z′ > ，得到 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )( )

1

1

ˆ 2 1
N

p
p k j

p

z z j l z m j l z m j l

f z m j l k jα −
=

= + + + + + + +

⋅ + + + + +∑

�
 

证毕。 
在(4)式中令 z l= ，有 

( ) ( )( )
1

ˆ 2 2 0.
N

p
p k j

p
f m j l k j lα −

=

+ + + + =∑  

对任意自然数 m 成立， 0k ≥ 。固定非负整数 k， ( ) ( )
1

ˆ
N

p
p k j

p
f zα −

=
∑ 在几何级数上为零，由引理 1.2，故恒

为零。于是得到 

( ) ( )
1

0,
N

p
p k j

p
f rα −

=

=∑  

即对任意 0k ≥ ，有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1

1 1 1 1
, , , , ,

j

N N N N
p p pp

p j p p p
p p p p

f f f fα α α α
− +−

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑� �都为零。 

当 0l k− ≤ < 时，此时(2)式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ2 2 ,
N N

p pn k n k l
p k j p k l

n p n p
n n k f n k j R n n k l f n k l Rα β

∞ ∞
− − + + −

− +
= = = =

− − + = − + + + +∑ ∑ ∑ ∑          (6) 

用 n k l+ + 等替换上式(6)式中的 n，得 

( ) ( ) ( ) 2 2

1 1

ˆ 2 .
N

p n k
p k l

n k l p
n n k l f n k l Rβ

∞
− −

+
= + + =

= − − − − −∑ ∑  

对比(6)式左右两端关于 R 的系数得当 1n k l≥ + + 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ2 2 ,
N N

p p
p k j p k l

p p
n k f n k j n k l f n k lα β− +

= =

− − + = − − − − −∑ ∑  

整理得 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ2 2 .
N N

p p
p k j p k l

p p

n k lf n k j f n k l
n k

α β− +
= =

− −
− + = − − −

−∑ ∑  

又由 ( ) ( )

1
0

N
p

p p
p

fα β
=

+ =∑ ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ2 2 ,
N N

p p
p k j p k l

p p

n k lf n k j f n k l
n k

α α− +
= =

− −
− + = − −

−∑ ∑  

又因为 0k l+ ≥ ，运用 0k ≥ 时的结论得， ( ) ( )
1

1 1
, ,

N N
p p

p l j p l j
p p

f fα α− − − − +
= =
∑ ∑ �为零。 

当 2l k l− ≤ < − 时，此时式(2)为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ2 2 .
N N

p pn k n k
p k j p k l

n p n p
n n k f n k j R n n k l f n k l Rα β

∞ ∞
− − − −

− +
= = = =

− − + = − − − − −∑ ∑ ∑ ∑  

于是得到当 1n ≥ 时，有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ2 2 ,
N N

p p
p k j p k l

p p
n k f n k j n k l f n k lα β− +

= =

− − + = − − − − −∑ ∑  

再次运用 ( ) ( )

1
0

N
p

p p
p

fα β
=

+ =∑ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

ˆ ˆ ˆ2 2 2 .
N N N

p p p
p k j p k l p k l

p p p

n k l n k lf n k j f n k l f n k l
n k n k

α β α− + +
= = =

− − − −
− + = − − − = − −

− −∑ ∑ ∑  

运用 0l k− ≤ < 时， ( )

1
0

N
p

p k l
p

fα +
=

≡∑ ，得 ( ) ( )
2 2 1

1 1
, ,

N N
p p

p l j l j
p p

f fα α− − − − +
= =
∑ ∑ �为零。 

如此循环下去， 

( ) ( )
1

0 .
N

p
p k

p
f k Zα

=

= ∈∑  

进而 

( ) ( )
1

0.
N

p
p

p
f zα

=

≡∑  

充分性。因为 ( )

1
0

N
p

p
p

fα
=

=∑ ，由 ( ) ( )

1
0

N
p

p p
p

fα β
=

+ =∑ ，得到 ( )

1
0

N
p

p
p

fβ
=

=∑ 。那么有 

( ) ( ) ( )
1 1

.j lp p p
p p

N N

z zf g f
p p

T T T T
α β+

= =

=∑ ∑  

由 Toeplitz 算子的性质，等式右边变为 

( ) ( )
1

,j lp
p p

N

z zf
p

T T T
α β

=

+∑  

即 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

1

0.

j l j lp p p p
p p

j lp p
p p

N j N lp p
p p

p p

N N

p pz z z zf f f f
p p

N

z zf f
p

z zf f

T T T T T T T T

T T T T

T T T T

α β

α β

α β

α β

= =

= =

=

∑ ∑

+ = +

 = + 
 

= +

=

∑ ∑

∑  

所以 ( ) ( )
1

0p p

N

f g
p

T T
=

=∑ 。 

3. 向量值 Bergman 空间上两个块 Toeplitz 算子的零积 
定理 3.1：假设 ( ) ( ),dpq N NN N

F f L D A M∞
××

= ∈ ⊗ ， ( ) j l
pq N N

G Az Bzδ
×

= = + ，其中 ( )pq N NN N
A Mα ××
= ∈ ，

( )pq N NN N
B Mβ ××
= ∈ ， ,pq pq Cα β ∈ ， ,j l IN∈ ，且满足 

( ) 0.A B F′ ′ ′+ =  

那么则有 0F GT T = 当且仅当 0A F′ ′ =  ( A′表示矩阵 A 的转置)。 
证明：必要性。由 
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于是有 
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进而，对1 ,p q N≤ ≤ ，有 

1
0.

pm mq

N

f
m

T Tδ
=

=∑  

由 ( ) 0A B F′ ′ ′+ = ，得 ( ) ( )
1

0 1 ,
N

qm qm mp
m

f p q Nα β
=

+ = ≤ ≤∑ ，运用定理 1.1 的结论得 

1
0

N

qm mp
m

fα
=

=∑  

对1 ,p q N≤ ≤ 成立。即 

0.A F′ ′ =  

充分性。由 ( ) 0A B F′ ′ ′+ = ，得 ( ) ( )
1

0 1 ,
N

qm qm mp
m

f p q Nα β
=

+ = ≤ ≤∑ ，又 0A F′ ′ = ，得到 

1 1
0, 0.

N N

qm mp qm mp
m m

f fα β
= =

= =∑ ∑  

于是 

( )

1 1

1 1

1
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j lmp qm mp qm qm

j lmq mp mq mp

N j N l
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m m

N N
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α β

α β
= =

+
= =

=

∑ ∑

=
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=

∑ ∑

∑  
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所以 

( ) 0,F GT T ′ =  

故 0F GT T = ，定理证毕。 
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