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Abstract 
Let S be a set of at least two vertices in a graph G. A subtree T of G is an S-Steiner tree if ( )S V T⊆ . 

Two S-Steiner trees T1  and T2  are internally disjoint if ( ) ( )E T E T = ∅1 2  and 

( ) ( )V T V T S =1 2 . Let ( )G Sκ  be the maximum number of internally disjoint S-Steiner trees in G, 

and let ( )k Gκ  be the minimum ( )G Sκ  for S ranges over all k-subsets of ( )V G . In this paper, we 
study the 3κ -connectivity of Cartesian product of complete graphs, determine 

( )1 23 1 2 3n nK K n nκ  = + −  for any two complete graphs; ( ) ∑1 23 1 1
k

k
n n n iiK K K n kκ   

=
= − −  for 

any k complete graphs, where k ≥ 2 . 
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摘  要 

设S是图G中至少有2个顶点的集合，T是G的一棵子树。如果 ( )S V T⊆ ，则称T是G的一棵S-斯坦纳树。设 1T
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与 2T 是S-斯坦纳树，如果 ( ) ( )1 2E T E T = ∅ 且 ( ) ( )1 2V T V T S= ，则称 1T 与 2T 是内部不交的S-斯坦纳树。

( )G Sκ 表示图G中内部不交的S-斯坦纳树的最大数目， ( )k Gκ 是当S遍及 ( )V G 的所有k元子集时的最小的

( )G Sκ 。在本文中，我们研究完全图的笛卡尔积的 3κ -连通度。对于任意两个完全图
1nK 与

2nK ，确定

( )1 23 1 2 3n nK K n n= + −κ  ；对于任意 ( )  2k k ≥ 个完全图，确定 ( ) ∑1 23 1 1
k

k
n n n iiK K K n k

=
= − −κ    。 
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1. 引言 

在本文中，所有的图都是无向、有限的简单图。对于在本文中没有提到的图论的概念与术语，我们

可以参考[1]。 
设图 G 是一个连通图，S 是图 G 中至少有 2 个顶点的集合，T 是 G 的一棵子树。如果 ( )S V T⊆ ，则

称 T 是 G 的一棵 S-斯坦纳树。设 1T 与 2T 是 S-斯坦纳树，如果 ( ) ( )1 2E T E T = ∅ 且 ( ) ( )1 2V T V T S= ，则

称 1T 与 2T 是内部不交的 S-斯坦纳树。对于 ( )V G 的一个子集 S， ( )G Sκ 表示图 G 中内部不交的 S-斯坦纳

树的最大数目。如果 { },S x y= ，则 ( ) { }( ),G GS x yκ κ= 是局部点连通度。对于 2k ≥ 的整数， ( )k Gκ 是当 S
遍及 ( )V G 的所有 k 元子集时的最小的 ( )G Sκ ，称它为广义 k-连通度，简称 kκ -连通度。Chartrand 等人[2]
引入了 kκ -连通度。显然，当 2S = 时， ( ) ( )2 G Gκ κ= 。 

笛卡尔积是最重要的图运算之一，并且在网络的设计与分析中有重要作用。在过去的几十年，许多

图论学者研究了笛卡尔积图的(边)连通度[3]-[9]。显然，在同构意义下，该运算满足交换律，即

G H H G≅  ，该运算满足结合律，即 ( ) ( )F G H F G H≅    。 
对于一般图G 来说，确定 ( )k Gκ 是一件非常困难的事情。到目前为止，只有少数图类的 kκ -连通度被确定，

例如，Chartrand 等人[10]确定了完全图的 kκ -连通度；Lin和Zhang确定了超立方体的 4κ -连通度；Li 和Wang [11]
确定了递归循环图的 3λ -连通度与 3κ -连通度，等等。图论学者研究了图的广义连通度的上界与下界[12] [13] [14] 
[15] [16]，图论学者研究了图运算的广义(边)连通度的上界与下界[12] [17]。更多的结果，可以参考[18]。 

在本文中，我们将研究完全图的笛卡尔积的 3κ -连通度。本文的结构如下，在第 2 部分，我们将介绍

一些定义和已知的结论；在第 3 部分，我们将给出主要的结果。 

2. 预备知识 

设 G 和 H 是两个图，图 G 与 H 的笛卡尔积，记作G H ，其顶点集为 ( ) ( )V G V H× ，两个顶点 ( ),u v
与 ( ),u v′ ′ 相邻当且仅当 u u′= 且 ( )vv E H′∈ ，或 v v′= 且 ( )uu E G′∈ 。特别地，n 条路的笛卡尔积是 n-维
网格图。长为 1 的 n 条路的笛卡尔积是 n-维超立方体。 

设 G 与 H 是两个图，顶点集分别为 ( ) { }1 2, , , nV G u u u=  ， ( ) { }1 2, , , mV H v v v=  。我们用 ( ),i jG u v 来

表示G H 的子图，这个子图是由顶点集 ( ){ }, |1i ju v i n≤ ≤ 诱导出来的。类似的，我们用 ( ),i jH u v 来表示

G H 的子图，这个子图是由顶点集 ( ){ }, |1i ju v j m≤ ≤ 诱导出来的。显然，对于图 G 中的不同顶点
1i

u 与
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2i
u ，有 ( ) ( )1 2

, ,i j i jG u v G u v= 。为了简单，我们可以用 jvG 来代替 ( )( ), 1i jG u v i n≤ ≤ 。类似的，我们也可

以用 iuH 来代替 ( )( ), 1i jH u v j m≤ ≤ 。下面的几个符号可以简化我们的证明。 

给定一个顶点 ( )av V H∈ ，对于 ( )V G 中的任意顶点 u，有 ( ): ,av
au u v= ，对于 G 中的任意子图 1G ，

有 ( ) ( )( )1 1 1: ,a a av v vG V G E G= ，其中 ( ) ( ) ( ){ }1 1, :av
aV G u v u V G= ∈ ， ( ) ( )( ) ( ){ }1 1, , :av

a aE G u v u v uu E G′ ′= ∈ 。 
给定一个顶点 ( )bv V H∈ ，对于任意顶点 ( ) ( ), av

au v V G∈ ，有 ( ) ( ), : ,bv
a bu v u v= ，对于任意子图

1
avG G⊆ ，有 ( ) ( )( )1 1 1: ,b b bv v vG V G E G= ，其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, : ,b av v

b aV G u v u v V G= ∈ ， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }1 1, , : , ,b av v
b b a aE G u v u v u v u v E G′ ′= ∈ 。 

类似的，给定一个顶点 ( )au V G∈ ，对于 ( )v V H∈ 可以定义映射 auv ，对于 1H H⊆ 可以定义映射 1
auH ；

给定一个顶点 ( )bu V G∈ ，对于 ( ) ( ), au
au v V H∈ 可以定义映射 ( ), bu

au v ，对于 1
auH H⊆ 可以定义映射 1

buH 。 
下面的几个定理和引理对我们要证明的结果很重要。 

定理 2.1 [10]：对于任意两个整数 n 和 k， 2 k n≤ ≤ ，有 ( )
2k n
kK nκ  = −   

。 

引理 2.2 [13]：设图 G 是一个至少有 3 个顶点的连通图，如果图 G 有两个最小度为 ( )Gδ 的相邻顶点，

则有 ( ) ( ) 1k G Gκ δ≤ − ；而且，上界是紧的。 
定理 2.3 [1]：设图 G 是一个 k-连通图，如果 x 与 y 是 G 中的一对不同顶点，那么在图 G 中存在 k 条

内部不交的 xy-路 1 2, , , kP P P 。 
引理 2.4 [19]：如果图 G 是 k-连通的，那么对于任意顶点 x 和子集 ( ) \U V G x⊆ ，满足  U k≥ ，都有

一个大小为 k 的 x，U-扇。 
定理 2.5 [20]： ( )4 1kQ kκ = − ， 2k ≥ 。 
引理 2.6 [20]：设 ,k r 是两个整数， 4k ≥ ，G 是一个 r-正则图，如果 ( ) 1k G rκ = − ，那么 ( )1 1k G rκ − = − 。 
引理 2.7 [17]：设 1 2, , , kC C C 是 k 个圈，则 ( )3 1 2 2 1kC C C kκ = −   。 

3. 主要定理及其证明 

在本文中，
inK 表示有 in 个顶点的完全图，其中1 i k≤ ≤ 。一条 xy-路是一条起始于 x，终止于 y 的路。

对于一条路 P 来说，其中 ( ),x y V P∈ ，我们用 xPy 去表示 P 上连接 ,x y 的子路。 
定理 3.1：对于任意两个完全图

1nK 与
2nK ，有 ( )1 23 1 2 3n nK K n nκ = + − 。 

证明：根据 1n 与 2n 的取值情况，考虑如下三种情形。 
情形 1： 1 2 2n n= = 。 
因为 1 2 2n n= = ，所以两个完全图都是 2K 。显然， ( ) ( )3 2 2 3 4 1 2 2 3K K Cκ κ= = = + − 。 
情形 2： 1 23, 2n n≥ = 。 
由引理 2.2 知， ( ) ( )1 13 2 2 11 1n nK K K K nκ δ≤ − = −  ，故只需证 ( )13 2 1 1nK K nκ ≥ − 。令 

( ) { }1 11 2, , ,n nV K u u u=  ， ( ) { }2 1 2,V K v v= ， { } ( )1 2, , nS x y z V K K= ⊆  。下面分两种子情形讨论。 
子情形 2.1：

1
iv

nS K⊆ ， 1,2i = 。 

不失一般性，假设 1
1

v
nS K⊆ 。由定理 2.1 知， ( )13 1 1

3 2
2nK n nκ  = − = −  

，故在
1nK 中有 1 2n − 棵内部不

交的 S-斯坦纳树，记作
11 2 2, , , nT T T − 。令 2 2 2 2

1 1 1
v v v v

nT T xx yy zz− =   
。显然，

11 2 1, , , nT T T − 是 1 1n − 棵内

部不交的 S-斯坦纳树。 
子情形 2.2：S 中的某两个顶点属于某个

1
iv

nK ， 1,2i = 。 
不失一般性，假设 1

1
, v

nx y K∈ ， 2
1

v
nz K∈ 。因为 ( )1 1 1nK nκ = − ，

11
iv

nnK K≅ ， 1,2i = ，所以由定理 2.3
知，在 1

1

v
nK 中存在 1 1n − 条内部不交的 xy-路 iP ， 11 1i n≤ ≤ − ，在 2

1

v
nK 中存在 1 1n − 条内部不交的 2vx z -路 iQ ，
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11 1i n≤ ≤ − 。令 ix 是在 iP 上的 x 的邻点。令 2 2v v
i i i i i iT P x Q z x x=   ， 11 1i n≤ ≤ − 。显然，

11 2 1, , , nT T T − 是 1 1n −

棵内部不交的 S-斯坦纳树。 
情形 3： 1 23, 3n n≥ ≥ 。 
由引理 2.2 知， ( ) ( )1 2 1 23 1 21 3n n n nK K K K n nκ δ≤ − = + −  ，故只需证 ( )1 23 1 2 3n nK K n nκ ≥ + − 。令

( ) { }1 11 2, , ,n nV K u u u=  ， ( ) { }2 21 2, , ,n nV K v v v=  ， { } ( )1 2
, , n nS x y z V K K= ⊆  。下面分三种子情形讨论。 

子情形 3.1：
1
iv

nS K⊆ ， 21 i n≤ ≤ 。 
因为此情形与子情形 2.1 的讨论类似，所以留给读者证明。 
子情形 3.2：S 中的某两个顶点属于某个

1
iv

nK ， 21 i n≤ ≤ 。 
因为此情形与子情形 2.2 的讨论类似，所以留给读者证明。 
子情形 3.3：S 中的三个顶点分别属于不同的

1
iv

nK ， 21 i n≤ ≤ 。 
不失一般性，设 1

1

v
nx K∈ ， 2

1

v
ny K∈ ， 3

1

v
nz K∈ 。下面分三种情形讨论。 

如果
2
iu

nS K⊆ ，不妨设 1
2

u
nS K⊆ 。由定理 2.1 知， ( )1

23 2 2u
nK nκ = − ，所以在 1

2

u
nK 中有 2 2n − 棵内部不交

的 S-斯坦纳树，记作
21 2 2, , , nT T T − 。令 1

i i i iu u u u
iT T xx yy zz′=    ， 12 i n≤ ≤ 。显然，

2 11 2 2 2, , , , , ,n nT T T T T− ′ ′
 

是 1 2 3n n+ − 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 

如果
2

, su
nx y K∈ ，

2
tu

nz K∈ , 其中 s t≠ 。因为 ( )1 1 1nK nκ = − ， 1
11

v
nnK K≅ ，所以由定理 2.3 知，在 1

1

v
nK 中

存在 1 1n − 条内部不交的 1vxz -路 iP ， 11 1i n≤ ≤ − 。因为
1nK 是简单图，所以在 1

1

v
nK 中可以找到 1 2n − 条长度

至少为 2的 1vxz -路 iP ， 11 2i n≤ ≤ − 。令 ix 是在 iP 上的 x的邻点， 3 3 32 2 2 2v v vv v v v
i i i i i i i i i i iT xP x x P y x P z x x x x=     ，

11 2i n≤ ≤ − ； 2 1 2 2
1 1 11 1 1

v v v v
n n nT P P z z z z− − −=   

； 33
1 1 1

vv
n nT xy yy P −=  

； 1
j j j jv v

j
v vT x x x y z z P′ =   

，

24 j n≤ ≤ 。显然，
1 21 42, , , , , ,n nT T T T T′ ′

  是 1 2 3n n+ − 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 
如果

2
ru

nx K∈ ，
2
su

ny K∈ ，
2
tu

nz K∈ ，其中 , ,r s t 不相等。当 1 2 3n n= = 时，由引理 2.7 知，

( ) ( )3 3 3 3 3 3 3K K C Cκ κ= =  ，故定理成立。当 1 4n ≥ 和 2 3n ≥ 时，令 iw 是在图 1
1

v
nK 中除顶点 1vy 与 1vz 外

的 x 的邻点，则 3 32 2 2v vv v v
i i i i i i i iT xw w w w w w y w z=     ， 11 3i n≤ ≤ − 。令 1 1 1 1 1

1
v v v v vT xy y z yy zz′=    ；

2 2 2 2
2

v v v vT xx x y yz z z′ =    ； 3 3 3 3 3
3

v v v v vT xx x y y z y y′ =    ； j j j j j j jv v v v v v v
jT xx yy zz x y y z′ =    

，

24 j n≤ ≤ 。显然，
1 21 2 3 1, , , , , ,n nT T T T T− ′ ′

  是 1 2 3n n+ − 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 

定理 3.2：对于任意 ( )2k k ≥ 个完全图，有 ( )1 23 1 1
k

k
n n n iiK K K n kκ

=
= − −∑   。 

证明：对 k 用归纳法。因为图的笛卡尔积满足交换律和结合律，所以可设 1 2 kn n n≤ ≤ ≤ 。如果 2kn = ，

那么
1 2 kn n nK K K   是超立方体 kQ ，由定理 2.5 与引理 2.6 知，定理成立。 

接下来只讨论 3kn ≥ 即可。当 2k = 时，由定理 3.1 知，定理成立；假设对于任意不超过 1k − 个完全

图的笛卡尔积，定理都成立，即 ( )1 2 1

1
3 1k

k
n n n iiK K K n kκ

−

−

=
= −∑   成立；现在证明对于任意 k 个完全图

的笛卡尔积，定理成立。由引理 2.2 知， ( ) ( )1 2 1 23 11 1
k k

k
n n n n n n iiK K K K K K n kκ δ

=
≤ − = − −∑       ，

故只需证 ( )1 23 1 1
k

k
n n n iiK K K n kκ

=
≥ − −∑   。为了简便，令图 G 表示图

1 2 1kn n nK K K
−

   ， 
1

1
k

iia n k−

=
= −∑ ，

1 1k
iib n k

=
= − −∑ 。令 ( ) { }1 2, , , nV G u u u=  ， ( ) { }1 2, , ,

k kn nV K v v v=  ， 

{ } ( ), ,
knS x y z V G K= ⊆  。考虑如下三种情形。 

情形 1： ivS G⊆ ，1 ki n≤ ≤ 。 
不失一般性，假设 1vS G⊆ 。由归纳假设知，在 1vG 中可以找到 a 棵内部不交的 S-斯坦纳树，记作

1 2, , , aT T T 。我们只需在 1vG 外找 1kn − 棵内部不交的 S-斯坦纳树，令 1
i i i iv v v v

iT T xx yy zz′=    ，2 ki n≤ ≤ 。

显然， 1 2 2, , , , , ,
ka nT T T T T′ ′

  是 b 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 
情形 2：S 中的某两个顶点属于某个 ivG ，1 ki n≤ ≤ 。 
不失一般性，假设 1, vx y G∈ ， 2vz G∈ 。下面分两种子情形讨论。 
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子情形 2.1： { }1 , 0vz x y =
。 

因为 ( ) ( ) 1G G aκ δ= = + ， ivG G≅ ， 1,2, , ki n=  ，所以由定理 2.3 知，在 1vG 中存在 1a + 条内部不

交的 xy-路 iP ，1 1i a≤ ≤ + ，在 2vG 中存在 1a + 条内部不交的 2vx z -路 iQ ，1 1i a≤ ≤ + 。令 ix 是在 iP 上的 x
的邻点。在 jvG 中任取一棵{ }, ,j j jv v vx y z -斯坦纳树 jvR ，3 kj n≤ ≤ 。令 2 2v v

i i i i i iT P x Q z x x=   ，1 1i a≤ ≤ + ；

j j j jv v v
j

vT R xx yy zz′ =   
， 3 kj n≤ ≤ 。显然， 1 2 1 3, , , , , ,

ka nT T T T T+ ′ ′
  是 b 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 

子情形 2.2： { }1 , 1vz x y =
。 

不失一般性，假设 1vz y= 。因为 ( ) ( ) 1G G aκ δ= = + ， 1vG G≅ ，所以由定理 2.3 知，在 1vG 中存在 1a +

条内部不交的 xy-路 iP ，1 1i a≤ ≤ + 。令 ix 是在 iP 上的 x 的邻点。令 2 2 2v v v
i i i i i iT P x P z x x=   ，1 1i a≤ ≤ + ；

1
j j j jv v v v

jT P xx yy zy′ =   
， 3 kj n≤ ≤ 。显然， 1 2 1 3, , , , , ,

ka nT T T T T+ ′ ′
  是 b 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 

情形 3：S 中的三个顶点分别属于不同的 ivG ，1 ki n≤ ≤ 。 
不失一般性，假设 1vx G∈ ， 2vy G∈ ， 3vz G∈ 。下面分三种子情形讨论。 
子情形 3.1： i

k

u
nS K⊆ ，1 i n≤ ≤ 。 

不失一般性，假设 1
k

u
nS K⊆ 。因为 ( ) ( ) 1G G aκ δ= = + ，所以在 1vG 中，顶点 x 有 1a + 个邻点，记作

1 2 1, , , ax x x + 。令 3 32 2 2v vv v v
i i i i i i i iT xx yx zx x x x x=     ，1 1i a≤ ≤ + 。又因为

knK 是完全图，所以由定理 2.1

知， ( )3 2
kn kK nκ = − ，故在 1

k

u
nK 中有 2kn − 棵内部不交的 S-斯坦纳树，记作 1 2, ,

knT T −′ ′
 。显然，

1 1 12 2, , , , , ,
ka nT T T T T+ −′ ′

  是 b 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 

子情形 3.2： , s
k

u
nx y K∈ ， t

k

u
nz K∈ ， s t≠ 。 

因为 ( ) ( ) 1G G aκ δ= = + ， 1vG G≅ ，所以由定理 2.3 知，在 1vG 中存在 1a + 条内部不交的 1vxz -路 iP ，

1 1i a≤ ≤ + 。因为图 G 是简单图，所以在 1vG 中可以找到 a 条长度至少为 2 的 1vxz -路 iP ，1 i a≤ ≤ 。令 ix

是在 iP 上的 x 的邻点。令 3 3 32 2 2 2v v vv v v v
i i i i i i i i i i iT xP x x P y x P z x x x x=     ，1 i a≤ ≤ ； 2 2

1 1
v v

a aT P xy zz+ +=   ；

3 3 3
2 1

v v v
a aT xx yx P+ +=   ； 1

j j j jv v v v
jT P x x x y z z′ =   

， 4 kj n≤ ≤ 。显然， 1 2 2 4, , , , , ,
ka nT T T T T+ ′ ′

  是 b 棵内

部不交的 S-斯坦纳树。 
子情形 3.3： i

k

u
nx K∈ ， l

k

u
ny K∈ ， m

k

u
nz K∈ ，其中 , ,i l m不相等。 

令 ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , ,i l mx u v y u v z u v= = = ， ( ){ }, | , , ; 1, 2,3c jS u v c i l m j′ = = = 。考虑如下两种情况。 
如果在 G 中， , ,i l mu u u 中的某两个顶点不相邻。不失一般性，假设在 G 中 ,i lu u 不相邻。因为

( ) ( ) 1G G aκ δ= = + ，所以在G中存在 1a + 条内部不交的 i lu u -路，记作 jP ，设
jiu 是 iu 的邻点，1 1j a≤ ≤ + 。

假设 mu 不在 jP 上，1 j a≤ ≤ 。由引理 2.4 知，在 G 中存在一个从 mu 到{ }1 2
, , , ,

ai i i iu u u u 的 ( )1a + -扇，记

作 jQ ，其中有一条
ji mu u -路，1 j a≤ ≤ ， 1aQ + 是一条 m iu u -路。令 ( ) ( )1 2 3i j

j k

v vu v
j i i j i jnH u u K P u Q= −   ，

1 j a≤ ≤ 。因为每个 jH 有一棵支撑树 jT ，1 j a≤ ≤ ，所以我们找到 a 棵内部不交的 S-斯坦纳树，记作

1 2, , , aT T T 。因为
knK 是 ( )1kn − -连通的，所以在

knK 中存在 1kn − 条内部不交的 1 2v v -路，记作 jR ，设
jiv

是 2v 的邻点，1 1kj n≤ ≤ − 。又因为
knK 是完全图，所以可假设

1 2 3 1 3, , , ,
nki i iv v v v v
−
≠

，令
2 3nkiv v

−
= ，

1 1nkiv v
−
= ，

故 2 2 1 3knR v v v− − = ， 1 1 2knR v v− = 。 

因为 ( ) 1
kn kK nκ = − ，所以在 1knK v− 中存在一个从 3v 到{ }1 2 3 2, , , ,

nki i iv v v v
−

 的 ( )2kn − -扇，记作 jS ，

其中有一条 3jiv v -路，1 3kj n≤ ≤ − ，有一条 2 3v v -路 2knS − 。令 

( ) { }( ) ( )1 22 2, , ,
lii j m

a j

uvu u
j i i i ij jT R v G u u u v v S′ = − −    ，1 3kj n≤ ≤ − ； 

( ) { }( ) 2

1 22 1 2 2, , ,i m
k a k

vu u
n i i i nT v v G u u u S− −′ = −   ； ( ) ( )3 1

1 1 3 1 1 1 2
i l

k

u uv v
n a aT v v Q P v v− + +′ =   

。显然， 

11 2 1, , , , , ,
ka nT T T T T −′ ′

  是 b 棵内部不交的 S-斯坦纳树(如图 1 所示)。 
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Figure 1. Solid lines in bold for jT , 1 j a≤ ≤ ; Solid lines for jT ′ , 

1 3kj n≤ ≤ − ; Dashed lines for 2knT −′ ; Dashed lines in bold for 1knT −′  

图 1. 粗实线表示 jT ，1 j a≤ ≤ ；细实线表示 jT ′ ,1 3kj n≤ ≤ − ；细虚线表

示 2knT −′ ；粗虚线表示 1knT −′  
 

如果在 G 中， , ,i l mu u u 两两相邻。由引理 2.7 知，在 ( )( )
knG K S ′ 中有 3 条内部不交的 S-斯坦纳树，

记作 1 2 3, ,T T T′′ ′′ ′′。因为 G 是 ( )1a + -连通的，所以 ( )( ) 1m i lG u u u aκ − − ≥ − ，故在 ( )m i lG u u u− − 中存在 1a − 条

内部不交的 i lu u -路，记作 jP 。令
jiu 是 iu 的邻点，1 1j a≤ ≤ − 。由引理 2.4 知，在 i lG u u− − 中存在一个从

mu 到{ }1 2 1
, , ,

ai i iu u u
−

 的 ( )1a − -扇。类似于情况 1，可以构造 1a − 棵内部不交的 S-斯坦纳树 1 2 1, , , aT T T − 。

又因为 ( ) 1
kn kK nκ = − ，所以可以构造 3kn − 棵内部不交的 S-斯坦纳树 2 31, , ,

knT T T −′ ′ ′
 。显然，

1 2 1 3 32 21 1, , , , , , , , , ,
ka nT T T T T T T T T− −′ ′ ′ ′′ ′′ ′′

  是 b 棵内部不交的 S-斯坦纳树。 
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