
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2019, 8(3), 531-539 
Published Online March 2019 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2019.83059   

文章引用: 马晓玲, 胡锡健. 基于自回归协方差阵的似乎不相关模型参数的线性贝叶斯估计[J]. 应用数学进展, 2019, 
8(3): 531-539. DOI: 10.12677/aam.2019.83059 

 
 

The Linear Bayesian Estimation of  
Parameters in Seemingly Unrelated  
Model Based on Covariance  
Autoregressive Matrix 

Xiaoling Ma*, Xijian Hu# 

College of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 

 
 
Received: Mar. 1st, 2019; accepted: Mar. 13th, 2019; published: Mar. 20th, 2019 

 
 

 
Abstract 

In this paper, we propose a mean-covariance seemingly uncorrelated model with known cova-
riance structures. The mean-covariance model is used to describe the autoregressive model with 
time correlation, and the parameters of this model were estimated by using linear Bayesian esti-
mate. Under the criterion of mean square error matrix, the generalized least squares estimation 
method and the linear Bayes estimation method were compared; with respect to the generalized 
least squares estimation method, the superiority of Bayes Linear Estimator is verified by simulation. 
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摘  要 

在本文中，构造了已知协方差矩阵结构的均值–协方差似乎不相关模型，该均值–协方差模型考虑了具

有时间相关性的自回归模型，并得到该模型参数的线性Bayes估计。在均方误差矩阵准则下对与广义最

小二乘估计方法和线性Bayes估计方法进行了对比，通过模拟验证了相对于广义最小二乘估计方法的优

良性。 
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1. 引言 

Zellner [1] [2]首次提出了似乎不相关模型(seemingly unrelated regression，简称 SUR)；一般研究不同

区域或不同因素之间的相关关系，通过随即扰动项相互关联建立这种相关关系，在实际生活中，纵向数

据有时也存在着某种相关联系，因此我们研究具有时间异质性的似乎不相关模型。线性贝叶斯方法最早

是由 Rao [3] [4]提出的，主要是在参数的线性类中利用最优化方法选取能使线性估计 Bayes 风险达到最小

的一种方法，该方法假定参数的先验分布的二阶矩存在；Gruber [5]研究了线性回归模型中可估参数的线

性 Bayes 估计；张伟平等人[6]研究了多元线性模型的线性贝叶斯无偏估计的优越性；李胜宏等人[7]在给

定的先验信息条件下得到了似乎不相关模型的参数 Bayes 估计，并在均方误差和 PC 准则下，比较了线性

贝叶斯估计与最小二乘估计的优良性；宋慧明[8]讨论了半相依回归模型参数的 Bayes 线性无偏估计及与

广义最小二乘估计方法相比较的优良性。 
在纵向数据的研究中，群集数据的一个特征是其数据之间是相关的。魏凤荣[9]曾将均值协方差模型

与似乎不相关模型相结合，讨论了其极大似然估计方法；对于协方差矩阵模型的研究中，有些学者引入 

了自回归模型[10]，其表现形式 ( ) 2o , k j
ik ijC v ε ε σ ρ −= 。 

本文将具有时间相关性的似乎不相关模型与自回归模型相结合，利用线性 Bayes 估计方法对参数进

行估计。 

2. 模型介绍 

( ) ( )T0, , , 1, 2,3.
i i i i

i i j ij n

Y X

E E v I i j

β ε

ε ε ε

= +
 = = =

                           (1) 

其中 i 表示第 i 个时期， iY 是 1in × 维的被解释列向量， iX 是已知的 ( )1i in p× + 的解释变量矩阵，且是列

满秩的，即 ( ) 1, 1, 2,3i irank X p i= + = ； iβ 是 ( )1 1ip + × 维的未知回归系数向量； iε 是 1in × 维随机扰动的

列向量，并假定随机扰动项的均值为 0，其协方差阵是均值协方差阵 ( ) 0ijV v= > 是未知的。并假设 ,β ε 是

相互独立的。为方便起见， 2 i jV σ ρ −= 是对称正定矩阵。令 2 1σ = ， 1 2 3n n n n= = =  
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( ) ( ) ( )T T T

1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , .
i i ii i i in i i i in i i i inY y y y β β β β ε ε ε ε= = =    

11 1

21 2

1

1

1
, 1, 2,3.

1

i

i

i

i i p

i i p
i

in inp

X X

X X
X i

X X

 
 
 = = 
 
  





   



 

用矩阵表示(1)式为： 
即 

( ) ( )
3 1 3 1 3 1

0 , cov
n n p p n

n

Y X

E V I

β ε

ε ε
× × × ×= +


= ∑ = = ⊗

                              (2) 

3. 三个时期似乎不相关模型参数的线性贝叶斯估计 

由模型(2)可知回归系数的广义最小二乘估计为： 

( ) 1T 1 T 1ˆ
GLS X X X Yβ

−− −= Σ Σ                                 (3) 

为求(2)式参数的线性贝叶斯估计，假设参数 β 的先验分布为 ( )π β ，并满足条件： 

( ) ( )
1

2

3

2
11

2
2 2

2
3 3

0 0

,cov 0 0

0 0

p

p

p

I

E I

I

ϕµ
β µ µ β ϕ

µ ϕ

  
  = = = = Ψ  
      

                     (4) 

其中 µ ， 1ϕ ， 2ϕ 均已知。 
假设所求的参数 β 的线性贝叶斯估计是在以下线性类中产生的最优： 

{ }ˆ : 3 1,BE CY a C p n a pβΓ = = + × ×的矩 是阵是 维向量   

并选取损失函数： ( ) ( ) ( )Tˆ ˆ ˆ,L β β β β β β= − −  

相对应的风险函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

T

, ,

T

,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , min , min

ˆ ˆmin

C a C a

C a

R E L R E

tr E

β β β β β β β β β β

β β β β

  = = = − −    
 = − −  

 

定理 1. 在 Gauss-Markov 条件下，设待估参数的先验分布的二阶矩存在且是无偏估计，其风险函数

在某线性类中可以找到最优解，则该参数的线性 Bayes 估计为： 

( ) ( )1T 1 1 1ˆ ˆ ˆ
BE GLS GLSX Xβ β β µ

−− − −= − Σ +Ψ Ψ −  

其中 ˆ
GLSβ 是广义最小二乘估计式， ,µ Ψ 的表现形式如(4)式。 

证明： 
由 β 的无偏性可知 ( ) ( )ˆ 0E a I CXβ β µ− = ⇒ = −  

为求最小的 C 矩阵，让其风险函数达到最小，即 
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( ) [ ] [ ]{ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( ){ }

( ){ }

T

T

T

T T T T

T T T T

ˆ,R E CY a CY a

E C Y X C Y X

trE C Y X C Y X

tr CE X X X X C CX X C

tr C X X C CX X C

β β β β

µ β µ µ β µ

µ β µ µ β µ

β µ ε β µ ε

= + − + −

= − − − − − −      

= − − − − − −      

= − + − + +Ψ − Ψ −Ψ

= Ψ +Σ +Ψ − Ψ −Ψ

 

令 

( )ˆ,
0

R

C

β β∂
=

∂
 

有 ( ) 1T TC X X X
−

= Ψ Ψ +Σ  

由矩阵公式： ( ) ( )1 11 1 T 1 1 T 1YA BCB A A B B A B C B A
− −− − − − −+ = − +  

从而有 

( )
( )

( )

1T T

1T 1 T 1 1 T 1 T 1

1T 1 1 T 1

C X X X

X X X X X X

X X X

−

−− − − − −

−− − −

= Ψ Ψ +Σ

= Ψ Σ −Ψ Σ Ψ + Σ Σ

= Σ +Ψ Σ

 

又因为 ( ) 1T 1 1 1I CX X X
−− − −− = Σ +Ψ Ψ  

所以有： 

( )

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1T 1 1 T 1 T 1 1 1

1T 1 1 T 1 1

1T 1 1 T 1 1 1

1T 1 1 1

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

BE

GLS GLS

GLS GLS

CY a CY I CX

X X X Y X X

X X X Y

X X X X

X X

β µ

µ

µ

β β µ

β β µ

− −− − − − − −

−− − − −

−− − − − −

−− − −

= + = + −

= Σ +Ψ Σ + Σ +Ψ Ψ

 = Σ +Ψ Σ +Ψ 

 = Σ +Ψ Σ +Ψ −Ψ − 

= − Σ +Ψ Ψ −

                (5) 

下证无偏性： 
由广义最小二乘估计的无偏性知 ( )ˆ

GLSE β β= 所以有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1T 1 1 1

1T 1 1 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ

BE GLS GLS

GLS

E E X X

X X E

β β β µ

β β µ

β

−− − −

−− − −

 = − Σ +Ψ Ψ −  

= − Σ +Ψ Ψ −

=

 

4. 线性贝叶斯估计的优良性 

均方误差矩阵下的线性 Bayes 估计的优良性 
定义 4.1 设参数向量θ 的一个估计量为 θ̂ ，则 θ̂ 的均方误差定义为： 
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( ) ( ) ( )Tˆ ˆ ˆMSE Eθ θ θ θ θ = − −  
，而 ( ) ( )( )Tˆ ˆ ˆM Eθ θ θ θ θ = − −  

称为 θ̂ 的均方误差矩阵。设 1 2
ˆ ˆ,θ θ 是参数向

量θ 的两个不同的估计，如果 ( ) ( )1 2
ˆ ˆM Mθ θ≥ 或 ( ) ( )1 2

ˆ ˆMSE MSEθ θ≥ ，则称 1̂θ 在 MSEM 准则(或 MSE 准

则)下优于 2̂θ 。 

显然，MSEM 准则比 MSE 准则的判别效果要强，一个估计量在 MSEM 准则下优于另一个估计量，

则在 MSE 准则下也成立，反之不然。 
定理 2： ˆ

GLSβ 、 ˆ
BEβ 分别表示参数 β 的广义最小二乘估计和线性贝叶斯估计，且分别满足(3)式和(5)

式，则有： 

( ) ( )ˆ ˆ
GLS BEM Mβ β>  

证明：由(5)式和均方误差矩阵定义可知 

( ) ( )( ) ( )( ){ }
( ) ( )

T T

1T 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ |

ˆvar

GLS GLS GLS GLS GLS

GLS

M E E

X X

β β β β β β β β β β

β
−−

   = − − = − −      

= = Σ
 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
( )

T

T

T TT

T T

T T T
2 1 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

BE BE BE

GLS GLS GLS GLS

GLS GLS GLS GLS GLS

GLS GLS

GLS

M E

E W W

M WE W WE

E W

M WQ W WQ Q W

β β β β β

β β β µ β β β µ

β β µ β µ β µ β β

β β β µ

β

 = − −  

   = − − − − − −   

= + − − − − −

− − −

= + − −

 

其中： 

( )
11T 1 1 1W X X
−−− − − = Σ +Ψ Ψ    

( )( ) ( )
( ) ( )
( )

T

2
ˆ ˆ ˆcov

ˆ ˆcov | cov |

ˆcov |

GLS GLS GLS

GLS GLS

GLS

Q E

E E

E

β µ β µ β

β β β β

β β

= − − =

   = +   
 = +Ψ 

                         (7) 

( ) ( ) ( )1 1T 1 T 1ˆcov |GLSE E X X X Xβ β
− −− −   = Σ = Σ    

                      (8) 

将(8)式代入(7)式得： 

( ) 1T 1
2Q X X

−−= Σ +Ψ                                   (9) 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T T

1

T

1 1T 1 T 1
2

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆcov | cov cov

cov

GLS GLS GLS GLS

GLS GLS GLS

Q E E

E E

Q X X X X

β µ β β β µ β µ µ β

β β µ β µ β β β

β
− −− −

= − − = − − + −

 = − − − = − 

= − = Σ +Ψ −Ψ = Σ

              (10) 

将(9)、(10)式带入(6)式得： 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.83059


马晓玲，胡锡健 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.83059 536 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1T 1 T T 1 T 1 Tˆ ˆ
BE GLSM M X X W W X X W X X Wβ β

− − −− − − = − Σ − Σ + Σ +Ψ  
 

所以 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ){ }

1 1 1T 1 T T 1 T 1 T

1 1 1 1T 1 T 1 T 1 T 1 T

1 1 1 1T 1 T T 1 1 1 1 T 1 T 1 T

1 1T 1 T 1 1 1 T T 1 1 T

ˆ ˆ
GLS BEM M

X X W W X X W X X W

W X X W W X X X X W

W X X W X X X X X X W

W X X X X W W X X W

β β
− − −− − −

− − − −− − − −

− − − −− − − − − − −

− −− − − − − −

−

 = Σ + Σ − Σ +Ψ  

 = Σ + Σ − Σ +Ψ  

 = Σ +Ψ Σ +Ψ −Ψ +Ψ Σ − Σ +Ψ  

= Σ Σ +Ψ Ψ = Σ +Ψ 0>

 

其中 ( ) 1T 1 1X X
−− −Σ +Ψ 是对称正定矩阵。 

5. 模拟实验 

5.1. 实验设计 

取模拟试验方程组为表示不同时期即 1,2,3T = 的三个时间异质性问题的似乎不相关模型，每个时期

的参数个数为 3ip = ，其中包含常系数，三个时期参数总个数为
3

1 9iip p
=

= =∑ ，其中自变量的观测值

1 2 3, ,X X X 都是 n p× 维的矩阵并分别取自不同的分布： ( ) ( ) ( )1 2 30,5 , 0,5 , 0,3X U X N X U∼ ∼ ∼ ，且每个

自变量都是列满秩矩阵即 ( ) 3, 1,2,3irank X i= = 。 

对广义最小二乘估计方法设定参数 β 初值： 

( ) ( ) ( )T T T
1 2 30.65,1.3,2.4 , 0.65,1.3,2.4 , 0.65,1.3,2.4β β β= = =  

随即扰动项 ε 满足特殊的均值——协方差矩阵 2 , , 1, 2,3k lV k lσ ρ −= = 。其中 k，l 表示时期。 

在模拟中分别取各个时期的相关关系 ρ 为 0.2，0.4，0.6，0.8。并令 2 1σ = ，用线性 Bayes 估计方法

对参数 β 估计时须设定参数的先验信息，我们假定参数 β 的均值与协方差矩阵分别为： 

( )
( )
( )

T

1
T

2

T
3

0.65  1.3  2.4

0.65  1.3  2.4

0.65  1.3  2.4

µ
µ µ

µ

 
   
   = =   
    

 

、
1

2

3

0.05 0 0

0 0.1 0

0 0 0.25

p

p

p

I

I

I

 
 

Ψ =  
 
  

 

由于线性 Bayes 的估计方法依赖于先验信息的设定，在此假定每个时期的各参数均值与真实值相同，

然后分别用广义最小二乘估计方法与线性 Bayes 估计方法得到 β̂ 的估计值。 

5.2. 拟合效果的评价指标 

分别选取绝对偏差的均值和均方误差均值作为拟合效果的评价指标。重复试验下的 N 个参数估计值

的平均值为： 

1

1ˆ ˆN
jjN

β β
=

= ∑  

绝对偏差表示为： ( )ˆ ˆ ˆ
j jBias β β β= − ， 
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绝对偏差的均值表示为： ( ) ( )1

1ˆ ˆN
jjMBias Bias

N
β β

=
= ∑ 。 

在 N 次重复试验下，系数估计值的均方误差为： 

( ) ( ) ( )( )2

1

1ˆ ˆ ˆ
N

k k

k
MSE

N
β β β

=

= −∑  

当 ( )ˆMBias β 和 ( )ˆMSE β 的值越小时，说明系数函数估计的精确度越高。 

ˆ
GLSβ 表示广义最小二乘估计， ˆ

BEβ 表示线性 Bayes 估计。 

5.3. 实验结果及分析 

为了更全面的考察线性 Bayes 估计的有效性，重复试验 500N = 次，分别计算广义最小二乘方法和线

性 Bayes 估计方法下的 ( )ˆMBias β 和 ( )ˆMSE β 的值，在给定广义最小二乘均值及线性 Bayes 均值条件下， 

我们分别得到在已知相关系数 ρ 情况下参数广义最小二乘估计值及线性 Bayes 估计值，为了方便比较，

把各模拟结果列表如表 1： 
 
Table 1. The estimates of two estimates and their means of absolute deviation 
表 1. 两种估计的估计值及其绝对偏差均值 

相关 
系数 时期 参数 初值 线性 Bayes

均值 
ˆ

GLSβ  ˆ
BEβ  

Mbias 
( ˆ

GLSβ ) 
Mbias 
( ˆ

BEβ ) 
MSE

ˆ
GLSβ  

MSE
ˆ

BEβ  

0.2ρ =  

1T  

10β  0.65 0.65 0.5 0.653 0.541 0.106 0.060 0.018 

11β  1.3 1.3 1 1.275 1.104 0.107 0.062 0.020 

12β  2.4 2.4 3 2.383 2.687 0.111 0.068 0.020 

2T  

20β  0.65 0.65 0.5 0.649 0.641 0.046 0.044 0.003 

21β  1.3 1.3 1 1.296 1.279 0.045 0.045 0.003 

22β  2.4 2.4 3 2.400 2.435 0.045 0.043 0.003 

3T  

30β  0.65 0.65 0.5 0.593 0.510 0.400 0.226 0.255 

31β  1.3 1.3 1 1.211 1.085 0.406 0.222 0.268 

32β  2.4 2.4 3 2.312 2.539 0.412 0.234 0.269 

0.4ρ =  

1T  

10β  0.65 0.65 0.665  0.667  0.085  0.036  0.012  0.002  

11β  1.3 1.3 1.323  1.320  0.085  0.036  0.012  0.002  

12β  2.4 2.4 2.433  2.424  0.084  0.037  0.011  0.002  

2T  

20β  0.65 0.65 0.652  0.652  0.063  0.057  0.006  0.005  

21β  1.3 1.3 1.288  1.289  0.061  0.055  0.006  0.005  

22β  2.4 2.4 2.405  2.405  0.065  0.059  0.007  0.005  

3T  

30β  0.65 0.65 0.752  0.736  0.195  0.115  0.060  0.020  

31β  1.3 1.3 1.388  1.382  0.196  0.112  0.063  0.019  

32β  2.4 2.4 2.480  2.485  0.209  0.122  0.067  0.022  

0.6ρ =  1T  

10β  0.65 0.65 0.662  0.664  0.078  0.037  0.010  0.002  

11β  1.3 1.3 1.319  1.317  0.080  0.037  0.010  0.002  

12β  2.4 2.4 2.430  2.422  0.077  0.038  0.010  0.002  
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Continued 

0.6ρ =  

2T  

20β  0.65 0.65 0.652  0.652  0.050  0.046  0.004  0.003  

21β  1.3 1.3 1.290  1.291  0.049  0.045  0.004  0.003  

22β  2.4 2.4 2.404  2.403  0.054  0.048  0.005  0.004  

3T  

30β  0.65 0.65 0.738  0.725  0.177  0.113  0.051  0.020  

31β  1.3 1.3 1.376  1.372  0.184  0.114  0.055  0.020  

32β  2.4 2.4 2.469  2.474  0.194  0.122  0.058  0.022  

0.8ρ =  

1T  

10β  0.65 0.65 0.654  0.656  0.068  0.040  0.007  0.002  

11β  1.3 1.3 1.314  1.312  0.062  0.036  0.006  0.002  

12β  2.4 2.4 2.419  2.415  0.062  0.037  0.007  0.002  

2T  

20β  20β  0.65 0.648  0.648  0.034  0.031  0.002  0.002  

21β  21β  1.3 1.295  1.296  0.034  0.031  0.002  0.002  

22β  22β  2.4 2.400  2.400  0.037  0.034  0.002  0.002  

3T  

30β  0.65 0.65 0.713  0.707  0.154  0.113  0.038  0.019  

31β  1.3 1.3 1.337  1.339  0.154  0.112  0.039  0.020  

32β  2.4 2.4 2.457  2.456  0.158  0.113  0.041  0.020  

 
从表中我们可以看出，两种估计方法的估计值都比较接近初值的设定，但线性 Bayes 估计方法的绝

对偏差均值和均方误差都小于广义最小二乘估计方法所计算的结果，说明线性 Bayes 估计方法的估计结

果更精确。 
相关系数 ρ 的变化范围在(−1,1)之间，在模拟过程中给 ρ 取了几个特殊值，我们不难从表中发现，随

着 ρ 的增大，两种方法的估计值越接近真实值，并且两个方法的绝对偏差均值和均方误差都是逐渐缩小，

说明不同时期之间是存在着相关性的，且具有较强的相关性。 

6. 结论 

本文在 ρ 已知的情况下，通过用线性 Bayes 估计方法和广义最小二乘估计方法得到三个时期含有不

同维度的自变量的估计表达式，并用均方误差矩阵准则得到线性 Bayes 估计方法的优良性；随后在模拟 
过程中通过 ( )ˆMBias β 和 ( )ˆMSE β 两个指标作为两种估计方法的拟合指标，分析出线性 Bayes 估计方法比 

广义最小二乘估计方法拟合效果好。 
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