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Abstract 
Pretzel link is a kind of special and simple link. This paper studies a kind of special directional 
Pretzel link ( )nP c c c1 2, , , , gives ( )nP c c c1 2, , ,  Seifert surface and the property of Seifert ma-
trix, and finds the Alexander polynomial calculation formula of this family of Pretzel link. 
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摘  要 

排叉链环是一类既特殊又简单的链环，本文研究一类特殊的定向排叉链环 ( )nP c c c1 2, , , ，给出了

( )nP c c c1 2, , , 的Seifert曲面以及Seifert矩阵的性质，找到这一族排叉链环的Alexander多项式的计算

公式。 
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1. 引言 

纽结理论是数学中拓扑学的一个分支，纽结的等价分类问题在纽结领域中十分重要。人们通过寻找

纽结不变量来解决纽结的等价问题，常见的纽结不变量有三色性、交叉数、解结数、桥数、纽结多项式、

纽结群等。本文研究一类特殊的排叉链环 ( )1 22 , 2 , , 2 nP K K K ，通过选取适当的定向，进一步研究

( )1 22 , 2 , , 2 nP K K K 的 Seifert 曲面以及 Seifert 矩阵的性质，并给出这一类排叉链环的 Alexander 多项式

的计算公式。 

2. 预备知识 

2.1. 纽结 

把嵌入到三维欧式空间 3R 中或者球面 3S 中的单位圆周 1S 称为纽结，设 K 是 3S 中的简单闭曲线，且
1K S≅ ，称 K 是一个纽结[1]。若给定纽结一个方向便可得到一个定向纽结。 

2.2. 投影图 

选择一个恰当的平面，将三维空间中的纽结正则投影到平面上，且满足：只有有限多个交叉点；每

个交叉点都是二重点；在每个二重点处，上下两线的投影都是互相穿越交叉的则称为纽结投影图。注意，

平面的选择不同随之投影图不唯一。 

2.3. 链环 

将若干互不相交的圆周 ( )1 1 , 1iS i n n≤ ≤ > 嵌入到三维欧式空间 3R 中或者球面 3S 中，由这些圆周形成

的空间图形称为链环，记为 1 2 nL K K K=   。其中 ( )1,2, ,iK i n=  称为 L 的一个分支，n 为链环的

分支数.若通过合痕后所有的 iK 都是平凡纽结，则此时称 L 为平凡链环;若给定每个分支一个方向，便可

得到一个定向链环。 

2.4. Seifert 曲面 

设 K 是一个纽结，若 S 是以 K 为边界的曲面，则称 S 是 K 的 Seifert 曲面。 

2.5. 交叉数 

设 K 为 3R 中的一个纽结，在 K 的所有的正则投影图中包含交叉点最少的那个投影图上的交叉点数

就称为 K 的交叉数，记作 ( )c K 。 

2.6. Seifert 矩阵 

若 ( ),jk j kv lk a a−= 是 ,j ka a− 的交错数，记 ( )jkV v= 为 K 的 Seifert 矩阵。 
设 S 是 K 的一个 Seifert 曲面 1 2 1, , , ne e e − 是 ( )1 Sπ 的一组生成元，在 3S 中取 S 的正则邻域

( ) [ ]1,1N S S= × − 其中 { }0S S= × ，记 { }1i ie e+ = × ，则 1 2 1, , , ne e e+ + +
− 是 { }( )1 1Sπ × 的一组生成元。令

( ),jk j kv lk a a+= 是 ,j ka a+ 的交错数，记 ( )jkV v= 为 K 的 Seifert 矩阵[2]。 
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2.7. 定理 1 

( )jkV v= 为K的Seifert矩阵，那么 ( ) TA t V tV= − 就是K的Alexander矩阵，Alexander矩阵与Alexander
多项式的关系是： ( ) ( )dett A t∆ =  [3]。 

3. 定理证明 

定理：当 3n ≥ 时，则排叉链环 ( )1 22 , 2 , , 2 nP K K K 的 Alexander 多项式为， 
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证明：如图1所示排叉链环[4] ( )1 22 , 2 , , 2 nP K K K   

 
Figure 1. Pretzel link 
图1. 排叉链环 

 
选定如图所示定向，对其进行如图特殊的定向，并找到其相应的 Seifert 曲面如图 2 所示。 

 

 
Figure 2. Seifert surface 
图 2. Seifert 曲面 

 
从而找到 Seifert 曲面的生成元 1 2 1, , , ne e e − ，找到相邻两个生成元之间的交错数[3]，如图 3。 
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Figure 3. Generator of a seifert surface 
图 3. Seifert 曲面的生成元 

 

根据定理 1 我们可知
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如图 4 所示我们可以找到 1 1e e+ 的交叉数为 1 2K K+ 。 

 

 

Figure 4. The winding method of 1 1e e+

 
图 4. 1 1e e+ 的缠绕方式 

 

1 2e e+ 的缠绕方式如图 5 所示所以交叉数为 2K   

 

Figure 5. The winding method of 1 2e e+

 
图 5. 1 2e e+ 的缠绕方式 

 

2 1e e+ 的缠绕方式如图 6 所示，所以交叉数为 2K   

 

Figure 6. The winding method of 2 1e e+

 

图 6. 2 1e e+

的缠绕方式 
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用相同的方法我们可以找到 V 中的其他元素。由定理 2，找到 Seifert 曲面对应的 Seifert 矩阵 
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  

再由定理 1 ( ) TA t V tV= − 写出排叉链环 ( )1 22 , 2 , , 2 nP K K K 的 Alexander 矩阵 
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将 ( )det A t 的第一列 ( )1× − 加到第二列，再将变形后的第二列 ( )1× − 加到第三列，按照此方法一直到

1n − 列，即得到： 
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当 3n = 时 ( ) ( )2 1 2 2
2 3 1 3 1 2

2 2 3
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显然成立。 

令 n N= 则有 
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当 1n N= + 时按第 n 行展开 
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