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Abstract 
The radial basis function (RBF) interpolation is applied to the solution of the nonlinear integral 
equation. In this paper, the multiquadric (MQ) function with excellent interpolation performance 
in RBF is selected. First, the function to be solved is expressed as a linear combination of RBF, and 
then the equation is discretized into a non-linear square by collocation method. The approximate 
expression of the function to be solved is given after the weight coefficients obtained. Solving non-
linear integral equation based on MQ function interpolation can obtain higher accuracy with fewer 
nodes, which can be extended to high-dimensional integral equation. In this paper, we prove the 
existence and uniqueness of MQ basis function interpolation problem, and analyse the interpola-
tion basis function of constructing non-linear function of MQ function by numerical examples, and 
obtain the ideal approximation effect and result. 
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摘  要 

将径向基函数(radialbasisfunction, RBF)插值应用于非线性积分方程的求解中，本文选用的是RBF中插
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值性能优异的多重二次曲面(multiquadric, MQ)函数，首先将待求函数表示为RBF的线性组合，再通过

配置法将方程离散为非线性方程组，求得权系数后给出待求函数的近似表示。基于MQ函数插值求解非

线性积分方程可以在较少的节点下得到更髙的精度，且可扩展到髙维的积分方程中。本文证明了MQ基

函数插值问题的存在唯一性，并且通过数值算例对MQ函数构造非线性函数的插值基函数进行了分析，

得到了理想的逼近效果。 
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1. 引言 

许多科学工程问题的数学模型最终都可归结为积分方程的求解问题。相对于微分方程，积分方程能

够将初值和边值信息包含在同一方程中，且数值积分计算引起的相对误差远小于数值微分，因此有望得

到更高精度的数值解。积分方程的一般形式为 

( ) ( ) ( ) ( ), d , ,f P k P Q F f Q Q g P P Qµ
Ω

= + ∈Ω  ∫                        (1) 

式中， ( )g P 为自由项， ( ),k P Q 为核函数， ( )F f Q  为待求函数的已知泛函，Ω 为积分区域， µ 为已

知参数。根据 ( )F f Q   的形式分为线性和非线性两类，由积分限又可分为 Fredholm 和 Volterra 两类积

分方程。积分方程的经典数值解法包括待定系数逼近法、直接数值求积法、逐步逼近法以及针对特定积

分核的近似解法等。 
随着积分方程的发展，很多新方法正逐步引入积分方程的数值求解中，如用伽辽金方法、配点法并

结合 Haar 小波函数求解第一类线性 Fredholm 方程[1]，用 Haar 小波方法求解一维[2]和二维[3]非线性方

程问题，然而计算误差相对较大；用 Daubechie 小波并结合伽辽金方法来求解第二类线性 Volterra 方程问

题[4]；或应用 Sinc 函数配置法求解一维第一类线性[5]和非线性 Fredholm 方程[6]；用修正的块脉冲函数

求解第一类 Volterra 积分方程[7]，及应用块脉冲函数和泰勒级数结合求解非线性 Fredholm-Volterra 方程

[8]；应用 Chebyshev 配置法求解二维线性方程问题[9]，或应用块脉冲法求解二维 Fredholm-Volterra [10]
以及用多项式近似方法[11]快速求解具有光滑核函数的第二类 Fredholm 积分。上述数值求解方法多采用

了级数形式、Chebyshev 多项式或小波函数等，但由于多项式函数空间的刚性过强，易造成插值效果不稳

定；又因为小波的插值误差相对较大，且在二维及多维问题中难以构造岀合适的插值基函数。因此，需

要一种插值精度高且适合多维问题的基函数。 
径向基函数(radial basis function, RBF)最初在1968年由Hardy在地形学中提岀并适用于多维散布数据

插值，它对空间维数不敏感且插值精度较高，因而在多元插值中得到广泛的应用[12]。1990 年，Kansa [13]
首次将 RBF 成功应用于微分方程的求解中并逐步形成一类配点型无网格法。目前 RBF 插值理论研究已

成为一个热点问题，本文尝试将 RBF 方法应用到积分方程的求解中，基于 RBF 插值逼近原理，提岀了

RBF 求解一维非线性积分方程的方法，给岀了数值算例并与其他数值方法进行对比，得到了较好的逼近

效果。 
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2. 基于 RBF 插值改进的配置法算法 

2.1. RBF 插值原理 

定理 2.1 [14] 设函数Φ 连续且满足 ( )lim 0
r

r
→∞

Φ = ，对于任给的点 ( ){ }
1

,
n

j jx f x ∈ℜ⊗ℜ，插值问题存在 

唯一解充要条件矩阵 ( ) ( )j kx x xΦ = − 是正定矩阵。 
对空间 lℜ 中的变元 x，定义函数 ( ) ( )x xΦ = Φ ，并且假设该函数可由 Fourier 积分表示； 

( ) ( )ˆe dl
ixtx t t

ℜ
Φ = Φ∫ ，当 jx 两两不同且 jλ 不全为零时，有 

( ) ( )
, 1

ˆe d
t

l

n n
ixj

j k j
j k j

x t tλ λ λ
ℜ

=

Φ = Φ∑ ∑∫                       (2) 

考虑到定理 2.1,对任意两两不同的点 ( )1, 2, ,jx j n=  ，径向基插值存在唯一解充要条件为：函数 ( )xΦ 的

Fourier 变换 ( )ˆ tΦ 几乎处处非负，且至少在某个正测度集上大于零。此时称函数 ( )xΦ 为空间 lℜ 上的正

定函数。一般的若函数 ( ) ( )( )1
1

l
l x x x +
+Φ = Φ ∈ℜ 是空间 lℜ 上的正定函数，并不能得 

( ) ( )( )1
1

l
l x x x +
+Φ = Φ ∈ℜ 是空间 1l+ℜ 上的正定函数.如下定理指岀：在一定条件下，函数 ( ).Φ 在任意

维空间上都是正定的。 
定理 2.2 [14] 设 ( ) ( )2r rψ = Φ ，函数 ( ).Φ 对任意空间都正定的充要条件 ( )rψ 是完全单调函数，即： 
(1) ( ) [ ]0,r Cψ ∈ ∞ ； 
(2) ( ) [ ]0,r Cψ ∞∈ ∞ ； 
(3) ( ) ( )1 0, 0, 0,1,2,k k r r kψ− > > = 。 
由此定理可知，Gauss 函数和 IMQ 函数在任意维空间都是正定函数，而 MQ 函数和薄板样条则不然，

可以证明，MQ 函数与薄板样条的广义 Fourier 变换仍大于零，但是其在原点有奇性，如果奇点的阶数为

m，对满足 ( )1 0 ,n
j jj x mβλ β β

=
= ∀ <∑ 的系数 ( )1,2, ,j j nλ =  有 

( ) ( )
, 1 1

ˆe d 0
t

l

n n
ixj

j k k j j
j k j

x x t tλ λ λ
ℜ

= =

Φ − = Φ >∑ ∑∫                      (3) 

这类 ( ) ( )x xΦ = Φ 函数被称为 m 阶条件正定函数，对 m 阶条件正定函数 ( )( ). lxΦ ∈ℜ ，若矩阵 ( )
,j j

xβ

β

列满秩，则分块矩阵 

( ) ( )
( )T

0

j k j

j

x x x
A

x

β

β

 Φ −
 =  
  

 

可逆，此时，径向基插值问题可叙述为：给定数据 ( ){ }
1

,
n l

j jx f x ∈ℜ ⊗ℜ，寻找具体如下形式的函数 

( ) ( )*

1

n

j j
j m

f x a x x b xβ
β

β= <

= Φ − +∑ ∑                            (4) 

满足 

( ) ( )* , 1, 2, ,kf x f x k n= =                                 (5) 

2.2. 基于 RBF 插值的改进配置法算法 

RBF 是仅依赖于距离 jr x x= − 的函数，在多种 RBF 的定义中，常用的有薄板样条函数 ( ) 2 lnr r rΦ =

高斯函数 ( ) 2
e rr βΦ = 、Hardy 提岀的多重二次曲面(multi-quadric, MQ)函数及多种紧支撑函数等。Franke
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在 1982 年证明了 MQ 方法是所有插值方法中综合性能最优的，因此本文选用 MQ 作为插值基函数，其

常用表达式为 

( ) 2 2x x c aΦ = − +                                         (6) 

式中 c 是基函数中心，α 称为形状参数。算法步骤具体为： 
Step 1：设置 RBF 函数的中心点 c，形状参数 ( ]( )0,1α α ∈ ，配置点 , 1, 2, ,mx m N=  ； 
Step 2：对给定的一组数据点 ( )( ),m mx f x ，由 RBF 构造插值函数 

( ) ( ) ( )2 2

1 1

N N

i i i i
i i

f x x x cλ λ α
= =

= Φ = − +∑ ∑                              (7) 

Step 3：将插值点代入(7)式，得 

( ) ( ) ( )2 2

1 1

N N

m i i m i m i
i i

f x x x cλ λ α
= =

= Φ = − +∑ ∑                           (8) 

表示成矩阵形式为 

[ ][ ] [ ]d dfλΦ =                                           (9) 

式中 [ ] ( ) ( ) ( ) T
1 2, , ,d Nf f x f x f x =   为给定数据点的函数值， [ ] [ ]T1 2, , , Nλ λ λ λ= ⋅⋅⋅ 为待定系数， [ ]dΦ 为

插值矩阵。 
Step 4: 矩阵元素计算式为 ( )2 2

mn m nx c αΦ = − + ，求解(9)式得 

[ ] [ ] [ ]1
d dfλ −= Φ                                         (10) 

Step 5: 得岀函数 ( )f x 的 RBF 逼近形式 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] [ ]1
d df x x x fλ −= Φ = Φ Φ                                   (11) 

3. Multi-Quadric 函数插值的存在性与唯一性 

定义 3.1 [15] MQ 函数的插值问题:对于给定的多元散乱数据{ } 1
, , , 1, 2, ,

n n
j j jj

x f x j n
=

∈ℜ =  。采用函

数 ( ) ( ) ( )22 0x x
β

α βΦ = + > 的平移作为一组基函数 ( ){ }jx xΦ − ，寻找形如： 

( ) ( )1
n

k jjS x x x
=

= Φ −∑
 

的插值函数 ( )S x ，且使其满足条件： 

( ) ( )
1

, 1, 2, ,
n

k j k j k
j

S x x x f k nλ
=

= Φ − = =∑   

引理 3.2 [16] 若 MQ 函数Φ 在ℜ上连续，且 ( )lim 0
r

r
→∞

Φ = ，那么对于 n 元的 MQ 基函数插值问题的 

解满足存在唯一性的充要条件为系数矩阵 ( )j kx xΦ = − 是正定矩阵。 
定理 3.3 若 MQ 函数 :Φ ℜ→ℜ是连续的，且 ( )lim 0

r
r

→∞
Φ = ，那么对于 n 元的 MQ 基函数插值问题存

在唯一解。 
证明：对于 d 元 Gauss 函数 ( )

2 1 22 || ||e 2 e e ddx ixθ θ θ− −= π ∫ ，对于任意两两不同的 jx 和不全为零的 jλ ，

有 

( )
2 1 222e 2 e e d 0j kx x d ixj

j k j
θ θλ λ λ θ− − −= π >∑∑ ∫  
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因此 Gauss 函数是正定的。 

再讨论分析
( )22

3 2
0

1 e d
xθ α

θ θ
− +∞ −  

− 
 

∫ ，它是一个可积函数的积分。由 Gauss 函数的正定性可知，对 

于不全为零的 jλ ，若 0jλ =∑ 可得二次型 

( )

( ) ( )

( )

22
3 2

0

1 222 3 2
0

1 222

1 e d

1 e d

0

x

j k

j k k j

j k k j

x x

h x x

θ α

θ

λ λ θ θ

λ λ α θ θ

λ λ α

− +∞ −

∞ − −

 
− 

 

= + − −

= + −

<

∑ ∫

∑ ∫

∑
 

其中 h 是正常数，所以得 

( )1 222 0j k k jx xλ λ α + − <∑  

由此知道 MQ 函数是零阶条件负定的，那么其插值系数矩阵
22

,
k j

j k

x xα + − 
 

至少有 n − 1 个特征向量 

是对应于负特征值的。当 1, 1, ,j j nλ ≡ =  时，有 

( ) ( )1 2 1 22 22 2 0j k k j k jx x x xλ λ α α+ − = + − >∑ ∑  

所以插值系数矩阵
22

,
k j

j k

x xα + − 
 

有 n 个非零特征值，即此系数矩阵是非奇异矩阵，故所对应的插 

值问题满足存在唯一性。 

4. 数值实验及分析 

径向基函数在数值逼近领域有着广泛的应用，本节将介绍径向基函数插值在具体函数方程中的应用，

这里应用 MQ 基函数对函数 ( ) ( )cos 2f x x= π 插值，其中 [ ] ( ]0,1 , 0,1x α∈ ∈ 。 
用函数 ( ) 2 2x x αΦ = + 进行插值，寻找插值函数 

( ) ( )
0

N

j j
j

L x a x
=

= Φ∑ ，                                 (12) 

使得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

N N

k j j k j j k k
j j

L x a x a x x f x
= =

= Φ = − =∑ ∑                      (13) 

观察(13)式，发现其是关于系数 ja 的一元非齐次线性方程组，由于系数矩阵 

( ) ( ) ( )22 0,1, , ; 0,1, ,j k j kx x x x k N j NαΦ − = + − = =  非奇异，故此方程组有唯一解，可求出 ja ，代入

(12)式得到 ( )L x ，进而求出插值函数。下面给出了误差表 1 及两种插值图 1，图 2。 
在数值模拟中，本文选择了 ( ) ( )cos 2f x x= π 为待逼近函数进行数值实验。基于 MQ 径向基函数插值

方法，分别选择插值节点 6, 0.8; 11, 0.1N Nα α= = = = ，步长 0.01h = ，且配置点与中心点一致进行数值

算例模拟，计算结果如图 1 和图 2。从图 1 及图 2 的插值图像可知，基于 MQ 径向基函数插值方法是有

效的，且具有较高的精度。此外，表 1 还列出了本文方法与文献[6] [12] [17]方法的最大误差比较结果，

从表中数据可以看出，本文方法对比于其他的数值方法得到的误差更小，稳定性更高。 
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Figure 1. 6N = , ( ) ( ),L x f x  function image 

图 1. 6N = 时， ( ) ( ),L x f x 函数图像 

 

 
Figure 2. 11N = , ( ) ( ),L x f x  function image 

图 2. 11N = 时， ( ) ( ),L x f x 函数图像 

 
Table 1. The maximum error comparison between the method in this paper and the methods in [6] [12] [17] 
表 1. 本文方法与文献[6] [12] [17]方法的最大误差比较 

 6N =  11N =  

本文方法 21.830 10−×  31.0800 10−×  

文献[6] 13.4832 10−×  24.5271 10−×  

文献[12] 22.3300 10−×  33.2673 10−×  

文献[17] 12.6629 10−×  22.5580 10−×  

5. 结论 

本文给出了一种基于 MQ 径向基函数求解非线性积分方程的方法，且证明了该方法的存在唯一性，

并通过上述数值算例验证了该方法是行之有效的，且精度较高；MQ 径向基函数是一个距离的函数，在

高维插值时只需改变距离的计算式，不必变化算法的其他部分，因此有利于推广到高维的非线性积分方
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程的求解中。由于 MQ 径向基函数插值性能优异，能够在较少的节点下得到更高的逼近精度，因而计算

量较小且操作简洁。本文还尚未对形状参数α 的选取、算法的误差限等问题进行更加细致的理论分析，

这也将是今后研究的一个重要方向。 
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