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Abstract 
In this paper, we consider the construction of stable difference schemes for the transverse vibra-
tion equations for simply supported beam: Based on Taylor expansion, three-level difference ex-
plicit and implicit schemes are developed for fourth order problem, and the order of local trunca-
tion error for these two schemes is proven to be ( )2 2O h+τ . An artificial boundary condition is 

introduced in order to discrete the boundary condition that the perturbation vanishes at two ends 
of the simply supported beam. Owing to the discrete Fourier analysis, the explicit scheme is prov-

en to be stable when the grid ratio ar
h

= ≤
2 2

4

1
8

τ , and the implicit scheme is proven to be absolute-

ly stable. Numerical experiments confirm the theoretical results. 
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摘  要 

这篇文章考虑简支梁的横振动方程的有限差分格式的构造：基于Taylor展开获得求解四阶问题的三层差

分显格式和隐格式，它们的局部截断误差均为 ( )2 2O h+τ 。为了离散简支梁两端扰度为零这一边界条件

而引入了人工边界条件，根据离散Fourier分析证明了当网比
2 2

4

1
8

ar
h

= ≤
τ

时显格式稳定，而隐格式是绝

对稳定的。数值实验证明了理论结果。 
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1. 引言 

随着国内经济的快速发展，新技术和新材料的普及更加广泛，其中以施工简单，造价便宜和强度较

高为优点的梁则在工业、桥梁、土木等方面得到了极为广泛的应用。为了保证梁结构的安全以及实现其

长时间的稳定工作，必须考虑其横振动所带来的影响，以此可以减少不必要的损失。 
梁发生横振动时，由于出现了切应力和挠矩，方程出现四阶导数项，边界条件也要相应的增加。若

梁的两端固定，且端点的挠矩为零，即端点与支架是铰接性联接，致使端点可以自由旋转但没有位移。

设初始位移和初始速度分别为 ( )xϕ 和 ( )xψ ，则梁横振动问题归结为(参见[1])求解如下非稳态四阶线性

偏微分方程的初边值问题 

( ) ( )
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 = = ≥

∂ ∂
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∂ ∂

                          (1.1) 

其中，l 为梁的长度，a 是与梁的体密度、梁的横截面积以及抗弯刚度有关的一个正常数。 
当今，科学计算已成为各类自然学科和技术与工程科学的有效工具，因为在这些领域中的问题通常

是以偏微分方程(组)来刻画的，对其求解特别是稳定高效的数值方法是科学计算的主旋律。众所周知有限

元方法，谱方法和有限差分方法(有限体积法)是求解偏微分方程(组)的有效数值方法。对简支梁横振动(四
阶)问题，其有限元方法需要使用三次样条函数，这会增加计算量但未必带来高阶精度。需指出的是作者

在偏微分方程的有限元方法特别是自适应有限元方法方面做了一系列的工作，参看文献[2] [3] [4] [5]。由

于有限差分方法具有结构简单，灵活等特点，广泛受到欢迎。 
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自从 D. J. Evans 和 A. R. B. Abdullah [6]建立求解抛物型方程的交替分组显式格式以来，越来越多的

文章专注于四阶偏微分方程的有限差分方法：2008 年崔嵬[7]以求解四阶抛物型方程问题为背景，建立了

一个区域分裂并行差分格式，讨论了该差分格式的稳定性和收敛性，证明了当网比 0.24r ≤ 时，该差分格

式稳定且收敛；2004 年刘胜利[8]针对四阶抛物方程的并行化问题，采用三层交替技术实现了有限差分方

法，得到的差分格式的截断误差为 ( )2O t x∆ + ∆ ；2007 冯青华[9]给出了关于求解四阶抛物方程的一类具

有并行本性的交替分组方法，证明了格式的稳定性；2008 年郭阁阳、刘播[10]给出了四阶抛物方程的一

类变步长本性并行差分格式；2013 年武文佳[11]以一类二维半线性椭圆边值问题为模型，建立了适用于

各向异性网格的四阶紧致有限差分格式，证明了构造的差分格式具有四阶精度；陈世平在[12] [13]中构造

了一个显格式和隐格式，其局部截断误差为 ( )2O t x∆ + ∆ ，后又在[14]中，建立了两类新的、具三对角线

型系数矩阵的能用追赶法求解的三层隐式差分格式；邓世武等于 2015 年[15]提出了一种曲面重构方法。 
在这篇文章中，考虑简支梁的横振动方程的有限差分格式的构造：基于 Taylor 展开获得求解四阶问

题的三层差分显格式和隐格式，它们的局部截断误差均为 ( )2 2O hτ + 。为了离散简支梁两端扰度为零这

一边界条件而引入了人工边界条件，根据离散 Fourier 分析证明了当网比 1 8r ≤ 时显格式稳定，而隐格式

是绝对稳定的，数值实验证明了理论结果。 

2. 差分格式的构造 

2.1. 三层差分显格式的构造 

取空间步长 h l M= 和时间步长 0τ > ，其中 M 是自然数。用两族平行直线 ( )0,1, ,jx x jh j M= = =   
和 ( )0,1,nt t n nτ= = =  生成矩形网格，网格节点为 ( ),j nx t ，用 n

ju 表示定义在网点 ( ),j nx t 上的网函数。

对(1.1)的第一个方程的左端在 ( ),j nx t 作 Taylor 展开有 

( )
1 12 4

2 2 1 12 2 2 2
2 4 2 4

2 6 4 4n n n n n n n n n n
j j j j j j j j

j j

u u u u u u u uu ua a O h
t x h

τ
τ

+ −
+ − + −− + + + − −   ∂ ∂

+ = + + +   
∂ ∂   

。 

略去高阶项得到连续方程的差分方程 
1 1

2 2 1 12
2 4

2 6 4 4
0, 1,2, , 1

n n n n n n n n
j j j j j j j ju u u u u u u u

a j M
hτ

+ −
+ − + −− + + + − −

+ = = − 。 

其截断误差的阶为 ( )2 2O h τ+ 。令 2 2 4r a hτ=  (网比)，上述差分方程化为如下显格式 

( ) ( )1 1
2 2 1 12 6 4 4 , 1,2, , 1n n n n n n n

j j j j j j ju u r u r u u u u j N+ −
+ − + −= − + − − + − − = − 。            (2.1) 

2.2. 三层差分隐格式的构造 

同样对(1.1)的第一个方程的左端在 ( )1,j nx t + 作 Taylor 展开有 

( )
1 1 1 1 1 1 1 12 4

2 2 1 12 2 2 2
2 4 2 4

2 6 4 4n n n n n n n n n n
j j j j j j j j

j j

u u u u u u u uu ua a O h
t x h

τ
τ

+ + − + + + + +
+ − + −− + + + − −   ∂ ∂

+ = + + +   ∂ ∂   
。 

略去高阶项得到连续方程的差分方程 
1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 12
2 4

2 6 4 4
0, 1,2, , 1

n n n n n n n n
j j j j j j j ju u u u u u u u

a j M
hτ

+ − + + + + +
+ − + −− + + + − −

+ = = − 。 

其截断误差的阶为 ( )2 2O h τ+ 。同样令 2 2 4r a hτ=  (网比)，上述差分方程化为如下隐格式 
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( )1 1 1 1 1 1
2 1 1 24 6 1 4 2 , 1,2, , 1n n n n n n n

j j j j j j jru ru r u ru ru u u j N+ + + + + −
− − + +− + + − + = − + = − 。           (2.2) 

由于(2.2)的系数矩阵严格对角占优，故(2.2)存在唯一解。在(2.1)和(2.2)中当 1, 1j N= − 时， 1
nu− 和 1

n
Nu +

未知，为此，需引入人工边界。 

2.3. 人工边界 

由边界条件 ( ) ( )
0

, , 0, 0
x x l

u x t u x t t
= =
= = > 得 

0 0, 0,1,n n
Nu u n= = = 。                                (2.3) 

由于对边界条件
2 2

2 2
0

0, 0
x x l

u u t
x x= =

∂ ∂
= = ≥

∂ ∂
离散时， ( ) ( ),u h u l h− + 没有定义，因此需要引入人工边界

条件： 

1 0 1 1 12 0, 2 0, 0,1,n n n n n n
N N Nu u u u u u n− − +− + = − + = = 。                   (2.4) 

注意(2.4)的截断误差为二阶。当 1n = 时，计算第二层除了已知第零层的值外还需要第一层的值。为 

此，需利用初始速度来求第一层的值，但为保证截断误差的阶仍为二阶，可将
u
t

∂
∂

在 ( )1 2,j nx t + 处展开， 

得到计算第一层的中心差商 

( )1
1 2, , 0,1, , ; 0,1,n n

j j j n ju u x t j N nτψ τψ+
+− = = = = 。                (2.5) 

于是，(2.1)，(2.3)~(2.5)给出了求解(1.1)显示差分方法。而(2.2)，(2.3)~(2.5)给出了求解(1.1)的隐式差

分方法。 

3. 差分格式的稳定性分析 

3.1. 显格式的稳定性 

为了分析三层差分显格式的稳定性，需将其化为与之等价的二层差分方程组 

( )1
2 2 1 1

1

4 4 2 6n n n n n n n
j j j j j j j

n n
j j

u v ru ru ru ru r u

v u

+
+ − + −

+

  = − − + − − − −  


=
。 

如果令
T

,n n n
j j ju v=   u ，则上面的方程组可写成 

1
2 2 1 1

0 0 4 0 4 0 2 6 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

n n n n n n
j j j j j j

r r r r r+
+ − + −

− − − −         
= + + + +         
         

u u u u u u 。 

下面我们采用离散 Fourier 分析技术，设 en n ikjh
j =u v ，将其带入上式并消去公因子 eikjh ，得到 

1

2

2 6 2 cos 2 8 cos 1
1 0

2 4 4 cos 8 cos 1
1 0

n n

n

r r kh r kh

r r kh r kh

+ − − + − 
=  
 
 − − + −

=  
 

v v

v
。 

因此，增长矩阵为 

( )
22 4 4 cos 8 cos 1

,
1 0

r r kh r kh
kτ

 − − + −
=  
 

G 。 
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设 ( )222 4 4 cos  8 cos 2 4 1 cosF r r kh r kh r kh= − − + = − − 则 2 16F q≥ − 。其特征方程 2 1 0Fλ λ− + = 的解

为 
2 4

2
F Fλ ± −

= 。 

当 2 16 0r− ≥ 时，增长矩阵 ( ),kτG 的谱半径 ( )2 4 2 1F F Mρ τ= + − ≤ + ，其中，M 为正常数。所以

要使得对所有的 k R∈ ，满足 Von Neumann 条件，即 1 Mλ τ≤ + ，当且仅当 0.125r ≤ 。 

3.2. 隐格式的稳定性 

将三层隐式差分格式(2.2)化成二层差分方程组 

( )1 1 1 1 1
2 2 1 1

1

6 1 4 4 2n n n n n n n
j j j j j j j

n n
j j

ru ru r u ru ru u v

v u

+ + + + +
+ − + −

+

 + + + − − = −


=
。 

令
T

,n n n
j j ju v=   u ，则上述方程组可写成：  

1 1 1 1 1
2 2 1 1

0 0 6 1 0 4 0 4 0 2 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

n n n n n n
j j j j j j

r r r r r+ + + + +
+ − + −

+ − − −           
+ + + + =           

           
u u u u u u 。 

设 en n ik jh
j

′=u v ，将其带入上述方程组并消去公因子 eik jh′ ，得到 

16 1 2 cos 2 8 cos 0 2 1
 

0 1 1 0
n nr r k h r k h +′ ′+ + − −   

=   
   

v v 。 

令 6 1 2 cos 2 8 cosK r r k h r k h′ ′= + + − ，上述方程组化为 

10 2 1
0 1 1 0

n nK + −   
=   

   
v v 。 

因此，增长矩阵为 

( )
2 11,

0
r

KK
τ

− 
=  

 
G 。 

其特征方程的特征根为 
1 1 Kλ = ± − 。 

显然，对所有的 k R′∈ ，都有 
1 Mλ τ≤ + ， 

其中 M 为常数，所以隐式格式是绝对稳定的。 

4. 数值实验 
在(1.1)中考虑 

( ) ( )
2 2

4, sin , sin sin
4 8 8 4
xl x x t xϕ ψπ π π π

= = = − ， 

其解析解为 

( )
2

, cos sin
8 4

u x t t xπ π
= 。 

图 1 的左图画的是在 2, 4, 16, 0.01, 12a l M nτ= = = = = 的数值位移逼近，此时 0.1024r = ；右图画的

是在 2, 4, 32, 0.01, 12a l M nτ= = = = = 的数值位移逼近，此时 1.6384r = 。表明显格式在 0.1024r = 是稳定

的，而在 1.6384r = 是不稳定的。 
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表 1 给出的是用隐格式计算的数值结果，当 

2, 4, 8, 1 20,1 40, , 10,20,40,a l n Mτ= = = = =   

时数值误差的离散极大范 E∞ 、离散 2L -范 2E 和实验收敛阶。可以看到：随着网格加密，即 h 和τ 逐步减

小，误差越来越小，并且关于时间和空间步长都达到了二阶精度。 
 

     
Figure 1. Numerical solution obtained by the explicit scheme with different grid ratio, left: 0.1024r = ，right: 1.6384r =  
图 1. 显格式在不同网比下计算出的数值位移：左 0.1024r = ，右 1.6384r =  
 
Table 1. Experiment convergence rate for the discrete maximum norm and 2L -norm 
表 1. 离散极大范、 2L -范和实验收敛阶 

h τ  E∞  2E  收敛速度 

4/10 1/20 0.0413 0.0945  

4/20 1/40 0.0120 0.0393 1.783 

4/40 1/80 0.0031 0.0140 1.957 

4/80 1/160 7.712e−4 0.0049 2.007 

4/160 1/320 1.931e−4 0.0017 1.998 

4/320 1/640 4.830e−5 6.116e−4 1.999 

4/640 1/1280 1.207e−5 2.161e−4 2.001 

4/1280 4/2560 3.019e−6 7.638e−5 1.999 

5. 结论 

针对简支梁的横振动方程，基于 Taylor 展开，构造了求解四阶抛物方程的三层差分显格式和隐格式。

它们的局部截断误差对时间和空间步长均为二阶精度。为了离散简支梁两端扰度为零这一边界条件而引

入了人工边界条件，根据离散 Fourier 分析证明了显格式条件稳定，而隐格式绝对稳定。 
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