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Abstract 
The weighted function of the memory dependent derivative can be selected according to the actual 
situation compared with the fractional derivative, which has stronger expressiveness. This paper 
mainly discusses the existence and uniqueness of the solution of the first-order memory depen-
dent differential equations. Find the exact solution of the first-order linear memory dependent 
differential equations in special cases. Firstly, a series of transformations are performed by using 
the partial integral-pair equation, and then the vector series convergence is further demonstrated 
by constructing the Picard iteration sequence, which proves that the solution of the equation sys-
tem exists when its delay is small enough and the weighted function is first-order differentiable; 
and then the solution is demonstrated uniquely by the Grownwall inequality. Find the exact solu-
tion of the first-order linear memory dependent differential equations when the weighted func-
tion takes a specific form. By comparing it with the solution of the ordinary differential equations, 
it is found that the solution is more and more close when the delay is larger. 
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摘  要 

记忆依赖性导数与分数阶导数相比，其核函数可以根据实际情况进行选择，具有更强的表现力。本文主

要讨论一阶记忆依赖微分方程组解的存在性与唯一性。在特殊情况下找到一阶线性记忆依赖型微分方程

组的准确解。首先利用分部积分对等式进行一系列的变换，然后通过构造皮卡迭代序列，进一步论证向

量级数一致收敛，从而证明了当其时滞足够小，核函数一阶可微时，该方程组的解存在；再通过Grownwall
不等式论证其解唯一。找到了当核函数取特定形式时，一阶线性记忆赖型微分方程组的准确解。并将其

与常微分方程组的解进行比较，发现当时滞越大时两者的解越接近。 
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1. 引言 

分数阶导数是数学领域的一个重要分支，分数阶微分算子主要有三种形式：Grunwald-Letnikov 定义，

Rieman-Liouvile 定义和 Cupto 定义。而在 2011 年，Wang & Li [1]参照 Cupto 型分数阶导数提出了新的导

数——记忆依赖性导数。 
定义 1：设 m 是一个正数，对 m-次可微函数 ( )f t 。 

( ) ( ) ( )1 d .
tm m
t

D f t K t s f s sτ ττ −
= −∫                                 (1) 

被称为 m 阶记忆依赖型导数， ( )0τ τ > 是时滞，它代表记忆依赖时段的长短，权重 ( )K t s− 是一个 m 阶

连续函数。 
为了让记忆依赖性导数与普通导数的数值保持基本一致，Sun [2]定义了新的记忆依赖性导数。 
定义 2：设 m 是一个正数，对 m-次可微函数 ( )f t 。 

( ) ( ) ( )1 d .
tm m
t

D f t K t s f s s
Rτ τ−

= −∫                                 (2) 

被称为 m 阶记忆依赖型导数， ( )0τ τ > 是时滞，它代表记忆依赖时段的长短，权重函数 ( )K t s− 是一个 m
阶连续函数。这里的 

( )d .
t

t
R K t s s

τ−
= −∫  

令 t s r− = ，则有 

( )
0

d .R K r r
τ

= ∫  

与 Caputo 型分数阶导数相比，其核函数可以根据实际情况选择。例如： 

( ) ( ) ( )
12
41, 1, 1 , 1 , 1s t s t s t s tτ τ τ− + − + − + − +           核函数被理解为对过去的依赖程度。所以 
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( ) ( ) ( )
12
41 , 1 , 1s t s t s tτ τ τ− + − + − +           的形式更加实用，它们都是单调函数且在 t τ− 处 0K = 而在 t

处 1K = 。除此之外，记忆依赖的区间不再依赖于一个定点而是一个滑动的区间，不会随着时间的增大而

增大。 
此外，Li & Wang [3]提出了记忆依赖性微分方程，并证明了一阶非线性，二阶线性记忆依赖性微

分方程的解存在且唯一。Sun [2] [4]讨论了记忆依赖型偏微分方程数值解的问题，将记忆依赖性导数引

入传统的热传导方程，以及弦振动方程。讨论了扩散系数时滞对其数值解的影响。当记忆依赖性导数

一提出就引发了国内外学者的广泛关注，Ezzat [5] [6] [7]，Soumen Shaw [8]等人将其运用在广义的热粘

弹性方面。 
由于 Li & Wang [3]中论证了一阶非线性以及二阶线性记忆依赖性微分方程的解存在且唯一，因此引

发思考能否一阶记忆依赖性微分方程组解的存在唯一性能否论证？若其解存在且唯一能否找到其准确

解？ 
本文的主要目的是证明如下的一阶记忆依赖微分方程组解的存在唯一性： 

( )
( ) ( )*

, ,0 ,

, 0,

D U F t U t h

U t U t t
τ

τ

= < ≤


= − ≤ ≤
                                    (3) 

其中
u

U
v
 

=  
 

， ( ) ( )
( )

1

2

, ,
,

, ,
f t u v

F t U
f t u v

 
=  
 

。这里的 ( )*U t 是已知的且在区间 [ ],0τ− 连续。而这里的 h 是一个常

数( 0 h τ< ≤ )。采用如下范数： 

( ) ( ) ( )2 2
1 2, , , , , ,F t U f t u v f t u v= +  

( ),F t U 满足范数下的 Lipschiz 条件即存在 0L > ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1, , ,0 .F t U F t U L U t U t t h− ≤ − ≤ ≤  

根据定义(2)经过分部积分变换可以得到： 

( ) ( ) ( )1 1 1d d .
t t

t t

U KD U K t s s U t U s s
R s R R sτ τ τ− −

∂ ∂
= − = −

∂ ∂∫ ∫                        (4) 

将(4)带入初值问题可以得到： 

( ) ( )( ) ( )d , .
t

st
U t K U s s s R F t U

τ
τ

−
= ∂ ⋅ + ⋅∫                              (5) 

这里的 sK K s∂ = ∂ ∂ ，注意到当 ( ]0,t h∈ 时有 ( ],0t τ τ− ∈ − 。故而(5)可以写为 

( ) ( ) ( ) ( )0 *
0

d d , .
t

s st
U t K U s s K U s s R F t U

τ
τ

−
= ∂ ⋅ + ∂ ⋅ + ⋅∫ ∫                        (6) 

则有满足等式(6)的函数即是初值问题(3)的解。 
定理 1：如果 ( ),F t U 关于 U 满足范数下的 Lipschiz 条件，核函数 ( )K t s− 在区间 [ ]0,h 上是一阶可导

且满足 ( ) 0K τ = 与 ( )0 1K = ，则当 ( ) 1M RL τ+ < 时。初值问题(3)存在唯一的解，定义于区间 0 t h≤ ≤ 上，

这里 

( ) [ ]0,
max .

t s
M K s

τ− ∈
= ∂ ∂  

证明： 
首先论证方程组解的存在性。 
利用(6)构造皮卡迭代如下： 
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( ) ( ) [ ]*
0 0 , 0, ,U t U t h= ∈                                      (7) 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 *
1 10

d d , ,
t

n s n s nt
U t K U s s K U s s R F t U t

τ
τ− −−

= ∂ ⋅ + ∂ ⋅ + ⋅∫ ∫                     (8) 

要证明解的存在性，主要步骤是证明函数序列 ( )0nU t ∞
在区间 [ ]0,h 上一致收敛。这等价于证明下列无

穷级数一致收敛： 

( ) ( ) ( )0 1
1

,0k k
k

U t U t U t t h
∞

−
=

+ − ≤ ≤  ∑                                (9) 

由于 ( )1U t 是由 ( )0U t 定义的，故而存在 0N > ，使得 ( ) ( )1 0U t U t N− ≤ 。  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

2 1 1 0 1 00
d

.

t
U t U t M U s U s s RL U t U t

Mt RL N

M RL N

τ

τ

τ

− ≤ − + −

≤ +

≤ +

∫
 

假设当 n k= 时  

( ) ( ) ( )( ) 1
1 .

k
k kU t U t M LR Nτ

−

−− ≤ +                               (10) 

现在证明当 1n k= + 时仍然成立。此时 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1

1 10
d

.

k k

t
k k k k

k

U t U t

M U s U s s RL U t U t

M LR N

τ

τ

+

− −

−

≤ − + −

≤ +

∫  

则由数学归纳法在 0 t h≤ ≤ 上，对任意正整数 n 都有 

( ) ( ) ( )( ) 1
1 .

n
n nU t U t M LR Nτ

−

−− ≤ +                               (11) 

由 Weierstrass 判别法，当 ( ) 1M LR τ+ < 时， ( )kU t 一致收敛。 
从而存在 ( )U k 使： 

( ) ( )lim , 0 .kk
U t U t t h

→∞
= ≤ ≤                                   (12) 

而由 ( )kU t 在 [ ]0,h 上一致收敛于 ( )U t 以及 k s∂ ∂ 的连续性，对(6)两边取极限 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 *
1 10

lim lim d d , .
t

n s n s ntn n
U t K U s s K U s s R F t U t

τ
τ− −−→∞ →∞

= ∂ ⋅ + ∂ ⋅ + ⋅∫ ∫  

在一致收敛的条件下，极限运算可以和积分运算交换： 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 *
1 10

lim lim d d , lim .
t

n s n s ntn n n
U t K U s s K U s s R F t U t

τ
τ− −−→∞ →∞ →∞

= ∂ ⋅ + ∂ ⋅ + ⋅∫ ∫  

即 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 *
0

d d , ,
t

s st
U t K U s s K U s s R F t U t

τ
τ

−
= ∂ ⋅ + ∂ ⋅ + ⋅∫ ∫  

故而 ( )U t 是积分方程(6)定义在区间 [ ]0,h 上的连续解。 
接下来讨论解的唯一性。 
假设 ( )U t ， ( )W t 是积分方程(6)的两个解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

d , , .
t

sW t U t K W s U s s R F t W t F t U tτ− = ∂ ⋅ − + ⋅ −∫  
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由 Lipschiz 条件得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

d .
t

sW t U t K W s U s s RL W t U tτ− ≤ ∂ ⋅ − + −∫                     (13) 

则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 0 d .
t

sRL W t U t K W s U s sτ− ⋅ − ≤ + ∂ ⋅ −∫                       (14) 

注意到1 0RLτ− > ，根据 Gronwall 不等式可以得到 

( ) ( ) ( ){ }0

00 exp 1 d 0.
1

t
sW t U t K RL s

RL
τ

τ
≤ − ≤ ⋅ ∂ − =

− ∫  

从而解唯一，证毕。 

2. 线性方程组的解法 

前面论证了当时滞足够小时，一阶记忆依赖型微分方程的解存在且唯一，那现在考虑能否找到其准

确解？拿最简单的线性记忆依赖方程组举例。考虑如下方程组： 

( )
( ) ( )*

,0 ,

, 0,

D U AU F t t h

U t U t t
τ

τ

= + < ≤


= − ≤ ≤
                                 (15) 

其中
u

U
v
 

=  
 

，
a b

A
c d
 

=  
 

， ( ) ( )
( )

1

2

f t
F t

f t
 

=  
 

。 

根据定义(1)通过分部积分变换得 

( ) ( ) ( )1 1 1d d .
t t

t t

U KD U K t s s U t U s s
s sτ τ ττ τ τ− −

∂ ∂
= − = −

∂ ∂∫ ∫  

核函数是根据实际情况进行选择的，这里我们用 ( ) ( ) 1
n

K t s s t τ− = − +   举例，当 1n = 时，上述等

式就变成了 

( ) ( )2
1 1 d ,

t

t
D U U t U s sτ ττ τ −

= − ∫                                 (16) 

将其带入方程组中可以得到等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 d ,
t

t
U t E A U s s E A F t

τ
τ τ τ

τ
− −

−
= − + −∫                         (17) 

将(17)等式两边同时对 t 求导得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1*1 1 .U t E A U t E A U t E A F tτ τ τ τ τ
τ τ

− − −′ ′= − − − − + −                  (18) 

这里的 ( ) 1 e f
E A

g h
τ −  

− =  
 

则(18)变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *
1 2

* *
1 2

,

.

e f e fu t u t v t u t v t e f t f f t

g h g hv t u t v t u t v t g f t h f t

τ τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

′ = + − − − − + +

′ = + − − − − + +
                 (19) 

求解上述常微分方程组就可以得到该记忆依赖性微分方程组在区间 [ ]0,h 上，当核函数 

( ) ( ) 1K t s s t τ− = − +  的解。 
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当核函数 ( ) ( ) ( )1 1
n

K t s s t nτ− = − + >   时，(16)变成了： 

( ) ( )
1

2
1 1 d ,

n
t

t

n s tD U U t U s sτ ττ τ τ

−

−

− = − + 
 ∫  

带入方程组(16)可以得到 

( ) ( ) ( )
1

1 d .
n

t

t

n s tU t U s s F t
τ

τ
τ τ

−

−

− = + + 
 ∫                             (20) 

将上述等式两边同时对 t 求导得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

*
2 2 2

1
1 d .

n
t

t

n n s t n nU t U s s U t u t F t
τ

τ τ
τ τ τ τ

−

−

− − ′ ′= − + + − − + 
 ∫               (21) 

若 ( )U t  n 阶可导时，对上式进行 1n − 次求导，可以得到关于 ( )U t 的 n 阶微分方程，求解常微分方

程组，即可得到(3)的解。 

3. 与常微分方程组相比 

记忆依赖型导数是在 Caputo 型分数阶微分算子的基础上提出的，故而与普通的导数之间存在一定的

差异，其数值解也会不同。下面将举例将两者数值解进行比较： 

( )
( ) ( )*

,0 ,

, 0,

D U AU F t t h

U t U t t
τ

τ

= + < ≤


= − ≤ ≤
                                 (22) 

,
u

U
v
 

=  
 

 
1 2

,
2 1

A
τ τ
τ τ

 
=  
 

 ( )
3

3

e e
e e

t t

t tF t
τ τ

τ τ

−

−

 +
=  − 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3*

3 3*

3 e , 0

3 e . 0

t t

t t

u t t

v t t

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

+ − −

+ − −

 = + − ≤ ≤


= − − − ≤ ≤
 

通过上面的方法可以求得当核函数取线性函数时，初值问题(22)的解为 

( )
( )

3 1 4 4

3 1 4 4

3 e e 10 e 10 e .

3 e e 10 e 10 e .

t t

t t

u

v

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

− − − −

− − − −

= − + − ⋅

= − − + − ⋅
 

考虑如下常微分方程组： 

( ) ( )
( ) ( )*

,0 ,

0 0 .

U t AU F t t h

U U

′ = + < ≤


=
                                 (23) 

除了 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3*

3 3*

0 3 e .

0 3 e .

t t

t t

u

v

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

τ τ

+ − −

+ − −

 = +


= − −
 

其他初值条件与(22)的相同。求解上述常微分方程组有： 

( ) ( )
( ) ( )

3 1 4 4 3

3 1 4 4 3

3 e e 10 e 10 e ,

3 e e 10 e 10 e

t t

t t

u t

v t

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

− − − − ∗

− − − − ∗

= − + − ∗

= − − + − ∗
 

将其与记忆依赖型微分方程组的解相比较，见图 1。 
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Figrue 1. (a) (b) When 1τ = , memory dependent derivative differential equation with constant differential equation 
component u and component v; (c) (d) When 0.5τ = , memory dependent derivative differential equation with constant 
differential equation component u and component v 
图 1. (a) (b)分别为当 1τ = 时，记忆依赖性导数微分方程与常微分方程 u 分量和 v 分量；(c) (d)分别为当 0.5τ = 时，记

忆依赖性导数微分方程与常微分方程 u 分量与 v 分量 
 

由图 1 可见，在时间较小时，两者的数值解间差距很小，随着时间的增大差距开始变大，而且当时

滞越大时两个初值问题解越接近。对于分量 u 记忆依赖导数的衰减速度比较缓慢，普通导数的衰减速度

前期较快而后期变得缓慢。而对于分量 v，前期两者都呈缓慢上升趋势，但后期普通导数出现了下降。 

4. 结论 

本文利用皮卡迭代，以及 Gronwall 不等式定理证明了当 ( ) 1M RL τ+ < 时，一阶记忆依赖微分方程的

解存在且唯一。除此之外，找到了当核函数 ( ) ( ) 1
n

K t s s t τ− = − +   时，一阶线性记忆依赖性微分方程

的准确解，当核函数取其他形式时，该初值问题的准确解还有待探索，讨论了时滞对其解的影响，发现

当时滞越大时两者的解越接近。 
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