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Abstract 
Under the assumption of the nonlinearity with critical exponential growth, we consider the exis-
tence of solutions to a class of quasilinear N-Laplacian equations in N . By symmetric mountain 
pass lemma and variational argument, the existence of solutions is established. 
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摘  要 

本文主要研究 N 上一类拟线性N-拉普拉斯方程，在非线性项为临界指数增长的情况下，借助对称山路

引理以及变分法得出多解的存在性。 
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1. 引言及主要结论 

本文主要研究一类拟线性的 N-拉普拉斯方程多解的存在性 

( ) ( ) ( )2 2 2 2N N
N Nu V x u u u u u g x xα α− −−∆ + − ∆ = ∈, ,                      (1.1) 

其中 ( )2N
Nu div u u−∆ = ∇ ∇ 为 N-拉普拉斯算子，参数

1
2

α > ，我们做如下假定 

( 1 ) 存在 0 0V > 使得在 N 中 ( ) 0V x V≥ 。此外 ( )V x →∞，x →∞；或者更为一般化对每个 0M > ，

( ){ }( )meas :Nx R V x M∈ ≤ < ∞。“其中 meas”为 N 上 Lebesgue 测度。 
( 1 ) 奇函数 ( ) ( )1g s C∈  ， ( ) 0g t > ， 0t > 且存在 0C ， 0α ， 0q > 使得 

( ) ( )
21

10 0 2 0exp , , ,
Nq

N Ng s C s s S s s
α

α α−
−

−

  ≤ − ∀ ∈  
  

                       (1.2) 

其中 

( )
22 0 12 0 0, , .

!

k NN
NN kS s s s

k

αα
α −

−
− =

= ∀ ∈∑                                (1.3) 

( 2 ) 存在 q N> 和 0 0µ > 使得 

( ) ( )
2

10 00 exp
Nq

NqG s sg s s s
α

µ α −
 ≤ ≤ ≤  
 

                            (1.4) 

其中 ( ) ( )
0

d
s

G s g t t= ∫ ，在函数上 ( )sg s 递增且有
( )
( )

lim 0s

G s
sg s→∞ = 。 

( 3 ) 存在 1 0µ > 和 q N> 使得 

( ) 1 .,qG s s sµ≥ ∀ ∈                                    (1.5) 

在过去的几十年间大量的学者都在研究拟线性的 Schrödinger 方程，详情可参考文献[1] [2]。在[3]中，

作者利用约束极小化方法，得出拟线性的 Schrödinger 方程正基态解的存在性结论。在[4]中，运用变量替

换把拟线性问题转化为半线问题，在 Orlicz 空间中借助山路引理得出解的存在性结论。在[5]中作者考虑

了 N = 2 的情形，其中非线性项具有临界指数增长，即当 s →∞时形如 ( )4exp 4 1sπ − ，运用 N 上

Trudinger-Moser 不等式结合山路定理得出解的存在性。特别的在[4] [6] [7]中，研究了具有参数𝛼𝛼的方程

正基态解 

( ) ( )2 2 2 1Δ Δ ,p Nu V x u u u u u u xα α λ− −− + − = ∈                         (1.6) 

其中
1
2

α > ， 0λ > ，
42 1

2
Np

N
α

< + <
−

。 

据作者了解，关于方程(1.1)的多解存在性鲜有相关文献及结论，本文主要借助文献[5] [8]中的思路。

由于拟线性项 ( )2 2 2
N u u uα α −∆ 的存在，使得紧嵌入不再成立，因此我们需要考虑合适的工作空间也就需

要更为细致的估测。 
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本文记 ( )1,n NX W=  并且 

( ) ( )( ){ }1, : dN

N Nn NE u W u V x u x= ∈ ∇ + < ∞∫  

具备范数 

( )( )( )
1

d .N
N N N

Eu u V x u x= ∇ +∫                               (1.7) 

主要结论如下 
定理 1.1：假设( 1 )和( 2 )~( 3 )成立。则方程(1.1)在 E 中存在无穷多个解。 

2. 使用须知 

为了方便证明需要引入下列引理 
引理 2.1：(有界区域上的 Trudinger-Moser 不等式) [9] [10]。设 ( ) ( )1,

0 , 2N NW Nµ∈ Ω Ω⊂ ≥
。为一有

界区域，则有 

1e d , 0
N

Nu xα α−

Ω
< ∞ ∀ >∫  

此外，存在 ( ),C C N= Ω 使得 

1
1,
0 Ωsup 1 e d ,,

N
N

N
u

NWu x Cα α α−

Ω
≤ ≤ ∀ ≤∫  

其中
1

1
1 0N

N NNα ω −
−= > 且 1Nω − 为 ( )1N − -球体的 ( )1N − -维测度。 

引理 2.2：(无界区域上的 Trudinger-Moser 不等式) [5] [11]。设 ( )1,
0 , 2N NW Nµ ∈ ≥ ，则有 

( )1
2e , d , 0

N
N

N
u

NS u xα α α−
−

 
− < ∞ ∀ > 

 
∫  

此外，如果有 1,N
N Nu u M∇ ≤ ≤ < ∞和 Nα α≤ ，则存在正常数 ( ), ,C C N M α= 使得 

( )1
2e , d ,

N
N

N
u

NS u x Cα α−
−

 
− ≤ 

 
∫  

其中 ( ) 2
12 0,

!

k NkN
NN kS u u

k
αα −

−
− =

= ∑ 。 

与此同时，联合以上两个引理以及 Holder 不等式，假如 , 0qα > 那么 

( ) ( )1 1,
2e , d ,

N
N

N
q u N N

Nu S u x u Wα α−
−

 
− < ∞ ∀ ∈ 

 
∫                         (2.1) 

更确切的，当 1
N

N
NMα α− < 时，如果有 ( )1,N Nu W M≤ 成立，则存在 ( ), , 0C C q Nα= > 使得 

( ) ( )1
1,2e , d ,

N
N

NN
q qu N

N Wu S u x C uα α−
−

 
− ≤ 

 
∫                           (2.2) 

其中 ( ) ( )( )11, dN

NN NN Nu W u u x= ∇ +∫ Sobolev 空间 ( )1,N NW  的范数。 

引理 2.3 [12]：设 ( ) ( )1,
0

N ru W L∈ Ω Ω
，其中 1, Nr ≥ Ω ⊆  为任意区域，那么对 q r≥ 会有 

( )
1

1 1,
r r

N q q
q N ru c N r q u u

−
−≤ ∇ .                                (2.3) 
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1 1 Nq − 为最佳指数，特别的有， 

( )
( )

( )

1

2

2
1 2,

2
.

N

N

N N
c N N d

N

  Γ Γ    = ≡
 Γ
 
 

π
                            (2.4) 

注 2.1：由上面的引理可知，当 q N≥ 时 ( )q NX L→  为连续嵌入且有 
1 1 .N

Nq Yu d q u−≤  

考察方程(1.1)所对应的能量泛函 ( )I u  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 111 11 2 d d d .N N N
N N NNI u u u x V x u x G u x

N N
αα −−= + ∇ + −∫ ∫ ∫  

             (2.5) 

需要指出的是 ( )I u 在 X 中无法定义，为了克服这一困难需引入变量替换[2] ( )u f v= 或者 ( )1v f u−= ，

其中 f 为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
12 111 2 , 0, 0 0

NNNt ff t t f
α

α
−−− ≥′ = + =                         (2.6) 

( ) ( ) ( ], ,0 .f t f t t= − − ∈ −∞  

引理 2.4：函数 ( )f t 满足 
( 1f ) 2f C∈ 唯一确定且在ℝ上可逆， 
( 2f ) ( )0 1tf< ′ ≤ ， Nt∀ ∈ ， 
( 3f ) ( )f t t≤ ， Nt∀ ∈ ， 

( 4f ) 当 0t → 时，
( ) 1

f t
t

→ ， 

( 5f ) ( ) ( )1 2 1 22 ,N Nf t t tα αα≤ ∀ ∈ ， 

( 6f ) ( ) ( ) ( ) [ )1 , 0,
2

ff t t t f t tα α≤ ≤ ∀ ∈′ ∞ 以及 ( ) ( ) ( ) ( ]1 , ,0
2

f t t t f t tfα α≤ ≤ ∀ ∈ −∞′ ， 

( 7f ) ( )( )1 20, 2 Na αα∃ ∈ 使得
( )

1 2 ,
f t

a t
t α → → +∞， 

( 8f ) 0 0b∃ > 使得 

( ) 0

1 2
0

1,

1.

b t t
f t

b t tα

≤≥ 
≥

 

通过变量替换后 ( )I u 变为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1d d dN N N

NNJ v I f v v x V x f v x G f v x
N N

≡ = ∇ + −∫ ∫ ∫  
              (2.7) 

易见在假设( 1 )~( 2 )的条件下， ( )J v 在 X 上有定义。 
若 ( ) ( )( )1, 1N N N

locv W L p∞∈ > 

为泛函 J 的临界点，即对所有的 ( )1,N NWϕ ∈  有 ( ) 0J v ϕ′ = 其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 d d dN N N

NN

R R R
J v v v x V x f v f v f v x g f v f v xϕ ϕ ϕ ϕ

−−′ ′ ′= ∇ ∇ ∇ + −∫ ∫ ∫  

那么 v 方程 

( ) , ,N
N v h v x−∆ = ∈                                     (2.8) 
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的解，其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2N
h s V x f s f s f s g f s f s

−
′ ′= + ， s∈。 

由此可知 ( )u f v= 为方程(1.1)的弱解。 
引理 2.5：假设( 1 )和( 2 )成立如果{ }nv E⊂ 为一 PS 序列，那么{ }nv 在 E 中有界。 

证：不失一般性，对所有的 n∈假设 0nv ≠ 。令 ( ) ( )( )
( )( )

n
n

n

f v x
x

f v x
ϕ =

′
，则由引理 2.4 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ,, , 2n n n n n nE E
x v x x v x x v x nϕ α ϕ ϕ α≤ ∇ ≤ ∇ ≤ ∀ ∈  

由于{ }nv 为一 PS 序列，则 0c∃ > 使得 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1

1 2 1 1d d

1 d

1 2 1 1 d

N N

N

N

n n n

NN
n

n n n

NN
n N

c J v J v v
q

v x V x f v x
N q N q

g f v f v qG f v x
q

v V x f v x
N q N q

α

α

≥ −

   
≥ − ∇ + −   
   

 + − 

   
≥ − ∇ + −   
   

∫ ∫

∫

∫

 





                     (2.9) 

由 2q N Nα> > 可推出序列{ }n Nv∇ 以及 ( ) ( ){ }N

N
nV x f v∫ 有界，亦如此，其中 

( ) ( )( )dN

NNN
n n nA v V x f v x= ∇ +∫                              (2.10) 

可得{ }nv 在 ( )1,N NW  中有界，接下来证明{ }nv 在 ( )N NL  中有界。因为 

1 1
d d dN

n n

N N N
n n nv v

v x v x v x
≤ >

= +∫ ∫ ∫
                           (2.11) 

注意由条件( 2 )，可知 0c∃ > 使得 ( ) NG s Cs≥ ， 1s ≥ ，因此有 

( )( ) ( )( )
1 1

1 1d d dN
n n

N
n n nv v

v x G f v x G f v x
C C> >

≤ ≤∫ ∫ ∫  

应用条件( 7f ) ( )f s C s≥ ，对某些 0, 1C s> < ，有 

( ) ( )
1 1 1

1 1d d dN
n n n

N NN
n n nv v v

v x f v x f v x
C C≤ ≤ ≤

≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫
 

由此可得出{ }nv 在 ( )N NL  中有界，因此在 E 中有界。利用文献[13]类似的方法，可知 0 0C∃ > 使得 

( ) ( ) 0dN

NN N
n n n Ev V x f v x C v∇ + ≥∫                             (2.12) 

于是{ }nv 在 E 中有界，同样适用于{ }nv 的子序列仍记为{ }nv ，使得 En Ev Mv ≤， 以及 

( ) [ ) ( ) ( )in , in , , , . . inq N N
n n loc nv v E v v L q N v x v x a e∀ ∈ +∞                   (2.13) 

引理 2.6：假设( 1V )和( 1F )~( 3F )成立。如果序列{ }nv 满足(2.13)则 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )lim d dN Nn n nR Rn
g f v f v v x g f v f v v x

→∞
′ ′=∫ ∫                       (2.14) 

证：由条件( 1F )~( 3F )对任意小的 0ε > ， 0 0 0S s∃ > > 使得 ( ) 0,NG s s s sε≤ ≤ 以及 

( ) ( ) 0,G s sg s s Sε≤ ≥ 说明 

( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )
0 0, ,N

s SG s s sg s s sg s sε χ≤ + + ∀ ∈                        (2.15) 
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其中 Aχ 记为可测子集 A R⊂ 的特征函数，这样对 n∈可以得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( )
0 0,

N
n n n n n n n n n n ns Sg f v f v v g f v f v V f v f v g f v f v f v g f vε χ′ ≤ ≤ + + , 

以及 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )( )0 00 0 , dc c
r n r

n n n n ns SB A B
g f v f v v Q v S g S f v xε χ′ ≤ +∫ ∫



                (2.16) 

其中 ( ){ }0 0:N
n nA x R s f v S= ∈ ≤ ≤ 还有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )dN

N
n n n nQ v V x f v f v g f v x= +∫  

此外， 

( ) ( ) ( )( )0 0 1dNn n ns g s A f v g f v x M≤ ≤∫  

说明
( ) ( )1

0 0

sup , measn N n n n
MA A A

s g s
µ∈ ≤ = < ∞ = 。由此可以断定对所有的 n N∈ ，具有一致性。首先

我们来证明 

lim 0c
n rr

A B
→∞

=
                                     (2.17) 

事实上，如果不成立，则 0 1, 0, jn rδ∃ ≥ > ↑ ∞使得 

0
,

j

c
n rA B j Nδ≥ ∀ ∈

 

不失一般性令 0 1n = 显然有
0 1 ,

j

c
n rA B A j Nµ≤ ≤ ∀ ∈

。 
记

1
\

j j

c c
j r rB B

+
Ω = ，易见 

, , ,
j

c
r l l k

l j
B j N l k

∞

=

= Ω ∀ ∈ Ω Ω =∅ ≠



 

那么会有 

1 1 ,
j

c
r ll jA B A j Nδ∞

=
= Ω ≥ ∀ ∈∑ 

                             (2.18) 

以及序列 1 ll j A∞

=
Ω = ∞∑  ，产生矛盾。于是极限(2.17)证毕。 

其次，说明极限(2.17)的一致性。实际上由(2.3)可知 ( ), N N
nv v L R∈ 在 NR 上 ( ) ( )nv x v x→ 几乎处处成

立，因此对于任意小的 00, 1r> ∃ ≥ 使得对 0r r≥ 有 

dc
r

N

B
v x ≤∫                                         (2.19) 

对该 0> 选择 1 0, jt r t= ↑ ∞使得
1 0 1\ ,

j j

c c c
j t t r jjD B B B D

+

∞

=
= =



和 

d ,
2j

N
jD

v x j N≤ ∀ ∈∫
                                   (2.20) 

由 Fatou 引理，可得对任意 j N∈ ，会有 

( ) ( ) ( )lim sup d lim sup d d
2j n j j

N N N
n n jD A D Dn n

f v x f v x f v x
→∞ →∞

≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫



               (2.21) 

于是 
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( )

( )

( )

( )

0
0

0

1

1

1 1

lim sup lim lim sup d

lim sup d

lim sup d

d
2

c
nr

j n

j n

j

NN c
n r nB An n n

N
nj D An

N
nj D An

N
n jj jD

s A B f v x

f v x

f v x

f v x

→∞ →∞ →∞

∞

=→∞

∞

= →∞

∞ ∞

= =

≤

=

≤

≤ ≤ =

∫

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∑∫












                     (2.22) 

注意对 0 ,r r n≥ ∈，可得 ( ) ( )0

c c
n r n rA B A B⊂  ，即得 lim 0c

r n rA B→∞ =

对 n N∈ 具有一致性。 
此外，由积分的决定连续性可知对 0∀ > ，存在常数 ( )0 00 \ 0S g Sδ< < >  使得对 0r r≥ 有

( )meas c
n rA B δ<

以及 

[ ] ( )( ) ( )0 0,
0 0

dc
n r

ns SA B
f v x

S g S
χ <∫




                             (2.23) 

那么由(2.16)和(2.23)可推出 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 0d d 1 ,c c
r r

n n n n nB B
g f v f v v x g f v f v x M r r′ ≤ ≤ + ≥∫ ∫                  (2.24) 

和 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 0d d d 1 ,c c c
r r r

n nB B B
g f v f v v x g f v f v x g f v f v x M r r′ ≤ ≤ ≤ + ≥∫ ∫ ∫          (2.25) 

另一方面，由(2.17)对所有的 0r > ， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )lim d d
r r

n n nB Bn
g f v f v v x g f v f v v x

→∞
′ ′=∫ ∫                       (2.26) 

那么从(2.24)~(2.26)，可推出(2.14)。 
引理 2.7：假设( 1V )和( 1F )~( 3F )成立，令{ }nv 为一 PS 序列，则有 

( ) ( ) ( ) ( )lim sup d dN N

N N
nn

V x f v x V x f v x
→∞

=∫ ∫ 
                        (2.27) 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
lim d dN N

N N
n n n nn

V x f v f v f v v x V x f v f v f v v x
−

→∞
′ ′=∫ ∫ 

              (2.28) 

证：对 1r > ，可选择函数 ( ) ( )1 N
r r x Cη η= ∈  使得 

( ) ( )2
21, 0, ;0 1, , i; nc N

r r r r r rx x B x x B
r

η η η η≡ ∈ = ∈ ≤ ≤ ∇ ≤                    (2.29) 

由于序列{ }nv 在中 E 有界，则序列{ }r nη ϕ ，
( )
( )

n
n

n

f v
f v

ϕ =
′

，也在 E 中有界，那么会有 ( )( ) ( )1n r n nJ v oη ϕ = ，

即 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2

2

d d

d d 1

N N

N N

NN
n n n r n r

N
n n r n n n r n

v v x V x f v x

v v x g f v f v x o

ϕ η η

η ϕ η

−

−

∇ ∇ ∇ +

= − ∇ ∇ ∇ + +

∫ ∫
∫ ∫

 

 

                   (2.30) 

其中
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 11

2 11

2 1 2
1

1 2

NN
n

n nNN
n

f v
v

f v

α

α

α α
ϕ

α

−−

−−

 − ∇ = + ∇
 + 

以及 ( ) ( )( ) ( ) d 0,N n n rr g f v f v x nω η= → →∞∫ 那么(2.30)

的极限说明 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.93037


杜桂香，李静 
 

 
DOI: 10.12677/aam.2020.93037 314 应用数学进展 
 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1

d

d 1

4 d 1

4 1

4 1

4 1 , ,

c
r

c
r

c
r

N N
r r

NN
n n rB

N
n n r nB

N
n n nB

N
n n nL L

N
n nE

p
n

v V x f v x

v v x o r

v v x o r
r

v v o r
r

v o r
r

M o r n r
r

η

η ω

α ω

α ω

α ω

α ω

−

−

−

Ω Ω

∇ +

≤ ∇ ∇ + +

≤ ∇ + +

≤ ∇ + +

≤ + +

≤ + + →∞ →∞

∫

∫

∫
                           (2.31) 

其中 2\c c
r r rB BΩ = ，可推出 ( ) ( )( )

2
lim sup dc

r

NN
n n nB

v V x f v x→∞ ∇ + <∫ 。 

此外，该极限还可得 

( ) ( )( )
2

lim sup dc
r

N
n nB

V x f v x→∞ ≤∫                               (2.32) 

便有， 

( ) ( )( )
2

dc
r

N

B
V x f v x ≤∫                                    (2.33) 

由于 ( )2
N

rL B 中， nv v→ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

lim d d
r r

N N
n nB B

V x f v x V x f v x→∞ =∫ ∫                         (2.34) 

对 0∀ > ，极限(2.32)~(2.34)产生 

( ) ( ) ( )( )lim sup d 3N

N N
n nR

V x f v f v x→∞ − ≤∫  .                        (2.35) 

接下来证明(2.28)，由 ( )6f 和 ( ) 0rω → 可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )d d 0N Nn n n r n n rg f v f v v x g f v f v x rη η ω′ ≤ = →∫ ∫ 
                 (2.36) 

有由 ( )( ) ( )1n r n nJ v v oη = 可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1

d

d d 1

d 1

4 1

N

N N

N

NN
n n n n r

N
n n r n n n r n

N
n n r n

p
n

v V x f v f v f v x

v v v x g f v f v x o

v v x o r

M o r
r

η

η η

η ω

α ω

−

−

−

 ′∇ +
 

′= − ∇ ∇ ∇ + +

≤ ∇ ∇ ∇ + +

≤ + +

∫

∫ ∫
∫



 



 

那么对 00, 1r∀ > ∃ ≥ 使得 0r r> ， 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
lim sup dc

r

NN
n n r n n n nB

v V x f v f v f v v xη
−

→∞
 ′∇ + ≤
 ∫                   (2.37) 

于是 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
lim sup dc

r

N
n n n n nB

V x f v f v f v v x
−

→∞ ′ ≤∫                         (2.38) 

以及 
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( ) ( ) ( ) ( )
2

2
dc

r

N
nB

V x f v f v f v v x
−

′ ≤∫                              (2.39) 

由于在 ( )2
N

rL B 中 nv v→ 以及在 N 中 ( ) ( )nv x v x→ 几乎处处成立。则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
lim sup d d

r r

N N
n n n n n nB B

V x f v f v f v v x V x f v f v f v v x
− −

→∞ ′ ′=∫ ∫  

以及 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
lim sup d 3N

N N
n n n n nV x f v f v f v v f v f v f v v x

− −

→∞ ′ ′− ≤∫ 。 
因此极限(2.28)成立。 
最后来证明在 E 中 nv 强收敛于 v。 
引理 2.8 [13]存在常数 3 0C > 使得对 , Nξ η∀ ∈ ， 

( ) ( ) 22 2 2
3, , if 1 2

pp p C pξ ξ η η ξ η ζ η ξ η
−− −− − ≥ + − < <  

( )2 2
3, , if 2p p pC pξ ξ η η ξ η ξ η− −− − ≥ − ≥  

其中 ( ).,. 为 N 中数量积。 
因为 ,nv v在 E 中有界以及 ( ) ( ) , 0n nJ v J v v v′ ′− − → 。 
直接计算可得 ( ) ( ) ,n n nm nm nmJ v J v v v A B C′ ′− − = + +  

其中 ( ) ( )2 2 dN

N N
nm n n nA v v v v v v x− −= ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇ −∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
dN

N N
nm n n n n nR

B V x f v f v f v v f v f v f v v v v x
− − ′ ′= − −

 ∫  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )dNnm n n nC g f v f v d g f v f v v v x ′ − − = ∫  

由以上引理可得 0, 0nm nmB C→ → 对于 nmA  

( )( )d 0.N

N
nm nA v v x≥ ∇ − →∫  

由 ( )N N
n nf v v v v− ≤ − 以及在 ( )N NL  中 nv v→ ，可推出 ( ) ( ) d 0,N

N
nV x f v v x n− → →∞∫ ，于是

在 E 中 nv v→ 。 

3. 定理证明 

引理 3.1 [14]令 E 无限维实 Banach 空间， ( )1 ,J C E R∈ 为偶的且满足(PS)条件， ( )0 0J = 。如果

E U V= ⊕ ，其中 U 为有限维空间，J 满足 
( 1J ) , 0ρ α∃ > 使得在 VBρ∂



上有 ( ),J u v α≥  
( 2J ) 对任一有限维子空间 0E E⊂ ，有 ( )0R R E= 使得在 0 \ RE B 上有 ( ), 0J u v ≤ ，其中 

{ } { }: , :R RE EB z E z R B z E z R= ∈ < ∂ = ∈ =  
那么，J 产生无界的临界点序列。 
定理 1.1 证明：显然泛函 J 在 E 中为偶且满足 ( )0 0J = 和(PS)c 条件。接下来论证在条件( 1 )~( 3 )

下，有( 1J )和( 2J )成立。 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1d d dN N N

NNJ v v x V x f v x G f v x
N N

= ∇ + −∫ ∫ ∫  
,                  (3.1) 

首先验证( 1J )，由相应条件可得 

( ) ( )( ) 0dN

NN N
Ev V x f v x C v∇ + ≥∫  
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和 

( ) ( )NG t t C tg t
N

≤ +


  

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 00

00

2
1

1 0 2 0

2
1 0 2 01 1

1 1

110 12 01

2 1

0 d

exp , d

d 2 d
! !

2
!

N

N

k
N N

k kk

Nq
N

N

k kNk kq q qN N
k N k N

k k q q q qq q NN N kk N E

qq
N kk NE

g f v f v x

b f v f v S f v x

b b
f v x v x

k k

b d q q v
k

b d v a

α

α

α α

α α
α

α
α

−
−

− +∞ ∞
− −

= − = −

 − + +∞ +  −  
= −

∞

= −

≤

  
≤ −  

  

≤ ≤

≤ +

≤

∑ ∑

∑

∫

∫

∫ ∫

∑





 
,                (3.2) 

其中 Nd 在(2.4)中给定以及 

( )
( )

( ) 0

1
1 0 11022 1

2
2 , , , ,

2 1
.

1 !
kk

k

N
q q k qqN No k k N E

N qq kNb b q q a d v k
N N k

α

α α
α β β

α

−
 + − 
 

 
 +  = = = = =

− −
 

又由 0ρ > 充分小可得 

( ) ( )
1 1

1 1 1 1 11 10 0lim 2 2 1.
N N N N

k N N N NN Nk N NE
k

a
e v d e d

a
α β α α β α ρ+ − − − −− −

→∞ = ≤ <                 (3.3) 

正序列
1 kk N a∞

= −∑ 收敛。于是 1 0C∃ > 使得 

( )( ) ( ) 0
1d .0 N

q
Eg f v f v x C v≤ ≤∫  

那么可得 

( ) 00
1

N q
E E

CJ v v C v
N
−

≥ −


                                 (3.4) 

其中 2q Nα> ，则得到 ( ) , EJ v vτ ρ≥ = 。条件 1J 得证。 
其次验证( 2J )。对有限维子空间 0E E⊂ ，会 0R ρ∃ > 使得在

00 \ RE B 上有 0J < 。否则会存在序列

{ } 0nv E⊂ 使得 0Ev → 和 ( ) 0nJ v ≥ 成立。于是对某些 2 0C > 有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
1 d d dN N N N

N qNv V x f v x G f v x C f v x
N

∇ + ≥ ≥∫ ∫ ∫ ∫
   

               (3.5) 

令 ( ) ( )
( )

n
n

n

v x
x

v x
ω = 。假设在 E 中 ( ) ( ), . . in N

n n x x a eω ω ω ω   。记 ( ){ }: 0Nx xωΩ = ∈ ≠ 。假定

0Ω > 在Ω中显然有 ( )nv x →∞，那么有 

( )( )
( ) ( )( )

( )2

1 1 d

1 d

d

N N

N N

N

N NN
E

NN

q

v v V x v x
N N

v V x f v x
N
C f v x

= ∇ +

≥ ∇ +

≥

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 



 

以及 
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( )
2

1 d ,N

q
n E

nN
n

f v
C x n

N v
ω≥ →∞ →∞∫



                             (3.6) 

产生矛盾，于是 0Ω = 以及在 N 中 ( ) 0xω = 几乎处处成立。由范数的等价性，在 0E 中， 0θ∃ > 使得 

( )
11

0d , , dN N

q q qqqq
E n Ev x v v E v x vθ θ≥ ∀ ∈ ≥∫ ∫

 
                         (3.7) 

于是得到 lim d 0N

qq
n n xθ ω→∞≤ =∫ 这是不可能的。最后由引理 3.1 可知存在无穷多个解 nv 于是

( )n nu f v= 为方程(1.1)的无穷多个解。定理 1.1 证毕。 
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