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Abstract 
This paper investigates a class of an SIR epidemic model with pulse vaccination and distributed 
delays. By using the impulsive comparison theory and analysis technique, we obtain the sufficient 
conditions on existence and global asymptotic stability of disease-free periodic solution. Further-
more, the permanence of the model is also studied. 
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摘  要 

论文主要研究一类具有脉冲免疫控制和有界分布时滞的SIR传染病模型的动力学行为。首先，利用脉冲型

比较原理和分析技巧，获得系统的灭绝性，即无病周期解的存在性及其全局稳定性，然后，利用线性分

布时滞微分方程性质，获得系统持久性的充分条件。 
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1. 引言 

传染病动力学主要通过建立相应的数学模型，研究传染病的传播规律进而开展传染病的预防和控制，

特别是对于像麻疹、乙肝、结核等传染病来说，采用脉冲免疫接种是一种非常有效的控制策略。Auger
等人[1]首先提出脉冲免疫接种的控制措施，随后被应用到不同类型的传染病模型中，并获得了不少有意

义的成果。文[2]研究一类 SIR 传染病模型的脉冲免疫控制，分析了系统的周期解及稳定性，并发现混沌

复杂行为；文[3]研究了脉冲免疫接种 SIRS 模型的一致持续生存和周期解，并得到正周期解存在的分支

参数。文[4]研究了一类具有 ( )1I vI Sβ + 传染率的脉冲免疫接种 SIRS 模型，得到了无病周期解的全局稳

定性和系统一致持续生存性。文[5]研究了饱和发生率的 SIRS 脉冲模型，并与不带有接种的模型进行比

较，得到选择适当的接种周期才会对疾病的消除有显著作用。文[6]建立并分析一类具有饱和接触率、隔

离项和脉冲预防接种的 SIQRS 传染病模型，给出无病周期解全局渐近稳定的阈值条件。文[7]研究脉冲预

防接种的 SEIR 传染病模型，给出无病周期解的稳定性。近年来，考虑到传染病的潜伏期和治疗的滞后因

素，脉冲接种传染病模型的时滞效应已引起不少学者关注。文[8]建立了脉冲接种下的双时滞的 SIRS 模

型并给出系统稳定性与持久性，文[9]给出一类时滞的脉冲接种 SEIRS 传染病模型的阈值动力学行为，文

[10]建立平行感染期的时滞传染病模型的脉冲免疫控制策略。但是，这些脉冲接种传染病模型对分布时滞

情形结果较少，而模型的分布时滞效应研究是有现实意义的[11] [12]。 
本文考虑一类新的具有脉冲免疫接种和分布时滞的 SIR 传染病模型： 
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其中 ( )S t ， ( )I t ， ( )R t 为易感者、感染者和移出者的比例，µ是种群出生率和死亡率，γ 是染病者进入

移出者的速率， ( ) ( ) ( )
0

df u S t u I t u u
τ

β − −∫ 是分布时滞传染率，τ 是传染病潜伏期， ( )f t 是非负核函数

且满足 ( )
0

d 1f u u
τ

=∫ ， ( )
0

duf u u
τ

< +∞∫ ，T 是脉冲免疫接种周期，p 是脉冲接种比率。 
本文主要利用脉冲型比较原理和分析技巧，并借助线性分布时滞微分方程的渐近性质，获得系统的

灭绝性，即无病周期解的存在性及其全局稳定性，并获得系统持久性的充分条件。 

2. 基本准备 

我们记 ( ) ( ) ( ) ( )N t S t I t R t= + + 。容易得到， ( ) ( )N t N tµ µ′ = − ，即 ( )lim 1
t

N t
→∞

= 。我们不妨设 
( ) ( ) ( ) 1S t I t R t+ + = ，为此我们考虑系统解的不变集为： 

( ){ }3, , 0 , , 1, 1 .S I R R S I R S I RΩ = ∈ ≤ ≤ + + =且  
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将 ( ) ( ) ( )( )1R t S t I t= − + 代入系统(1)，我们主要研究下列二维时滞系统： 
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设系统初始函数为： ( ) ( )( ) [ ]( ) ( ) ( )2
1 2, ,0 , , 0 1,2iC C T R iφ θ φ θ φ θ+ +∈ = − > = 。不失生物意义，我们只考虑系

统(2)的解所在区域： ( ){ }, , 0, 1D S I S I S I= ≥ + ≤ 。 
根据线性脉冲微分方程的解的表示，我们不难得到： 

引理 1：设线性脉冲系统：
( ) ( )
( ) ( ) ( )
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1 ,
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= − =
其中 0, 0,0 1a b p> > < < ，则系统存在全局渐

近稳定的 T 周期正解： 

( )
( )

( )
( )* e1 , 1 .

1 1 e

b t nT

bT

a px t nT t n T
b p

− −

−

 
= − < ≤ + 

− −  
 

类似于文[11]定理 3 的证明，我们有 
引理 2：设具有分布时滞的线性微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )
0

d ,x t a f s x t s s bx t
τ

′ = − −∫  

如果0 a b< < ，则 ( ) 0x t = 是全局渐近稳定的。 

3. 系统的灭绝性和持久性 

为了考虑系统(2)中感染种群的灭绝性，我们让 ( ) 0I t = ，有 
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根据引理 1 可知，系统无病周期解为 
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我们首先得到无病周期解的全局吸引性。 
定理 1：如果 
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那么系统(2)的无病周期解 ( )( )* ,0S t 是全局吸引的。 
证明：由系统(2)的第一个方程得 
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( ) ( ) ( )
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设辅助微分方程为 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

,

1 ,
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µ µ
+

′ = − ≠


= − =
                                  (4) 

由脉冲微分方程的比较定理，可知 ( ) ( )1S t S t≤ ，其中 ( )1S t 为满足方程(4)具初值 ( ) ( )1 0 0S S+ += 的解。利

用引理 1，有则当 t →∞时， ( ) ( )*
1S t S t→ ，这里 ( )*S t 为(4)的全局吸引的正周期解。注意到 

( )
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µ σ
−
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−
≤ =

− −
 

那么对 1 10, 0Tε∀ > ∃ > ，使得当 1t T> 时，有 ( ) 1S t σ ε≤ + 。又由系统(2)的第二个方程得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0
d .I t f u I t u u I t I t

τ
β σ ε µ γ′ ≤ + − − −∫  

令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 10
d .I t f u I t u u I t I t

τ
β σ ε µ γ′ = + − − −∫  

利用脉冲型比较定理有 ( ) ( )1I t I t≤ ，其中初值 ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 , ,0I s I s s sφ τ= = ∈ − 。由 1 1R < 和 1ε 任意小，不难

看出 ( )1β σ ε γ µ+ < + 。根据引理2，有 ( )1lim 0
t

I t
→∞

= 成立。再由 ( )I t 非负性知 ( ) 0,I t t→ →∞。从而对 0ε∀ > ，
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利用系统(2)的第一个方程可知，当 2t T> 时 
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可得 ( ) ( )2S t S t≥ ，其中 ( )2S t 为满足下列方程的周期解 
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再次利用引理 1，可知当 t →∞时，我们有 
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对任意小的 2ε ，当 t 充分大时，我们有 

( ) ( ) ( )*
1 2S t S t S tε ε+ ≤ ≤ −  

让 1 2, , 0,tε ε ε → →∞，可得 ( ) ( ) ( )*S t S t S t→ → 。从而得无病周期解全局吸引性。证毕。 
下面，我们将研究系统(2)的持久性。 
定理 2：系统(2)是持久的，如果下面条件成立 
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证明：假设 ( ) ( ) ( )( ),X t S t I t= 是系统(2)满足初始条件 ( ) ( ) ( )( )+ + +0 0 , 0X S I= 的任意一个正解。我们

首先将证明 ( )S t 有正的下确界，由系统(2)的第一、三个方程，得 
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对 0 00, 0Tε∀ > ∃ > ，使得当 0t T> 时，有 ( ) ( )0S t S t ε∗≥ − ，其中 ( )0S t∗
为下述系统 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

0 0

,

1 ,

S t S t t nT

S t p S t t nT

µ β µ
+

′ = − + ≠


= − =
 

全局吸引的正周期解。 ( )0S t∗
在 [ ]0,T 上的最小值为 
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从而，当 0t T> 时，有 
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故 ( )liminf st
S t m

→∞
≥ 。 

下面我们将证明 ( )I t 有正的下确界。否则，对于任意充分小的 0δ > ，存在 0N > ，使得 ( )I t 满足：

(i) t NT≥ 时，使得 ( )I t δ< 成立；(ii) t NT≥ 时，使得 ( )I t 关于δ 振荡。 
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利用比较原理和引理 1 
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根据引理 1，得上面系统的全局稳定周期正解 ( )3S t∗
，它在 [ ]0,T 上的最小值为 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )3

1 1 e
0 .

1 1 e

T

T

p
S

p

βδ µ

βδ µ

µ

βδ µ

− +

∗

− +

− −
=

 + − − 
 

从而，对任意给定 1ε  ，当 1t T≥ 时(T1为充分大的常数)，有 
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构造函数： 
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根据方程(2)，我们计算 ( )V t 导数 
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将 ( )S t ω≥ 代入得 
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矛盾。故对于所有 2t T> ，有 ( ) 0lI t I≥ > 。由于 2 1R > ，且 ,ε δ 任意小，我们不妨设 1βω
γ µ

>
+
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从而这与 ( )W t 的有界性矛盾。故情况(i)不成立。 
若(ii)成立，即 ( )I t 在 1δ 处震荡，即存在无穷序列 1 2 2 1 2 2 1k k kt t t t t− +< < < < < < 有： 

( ) ( )2 1 2 2 1 2, ( ) , [ , ];k k k kI t I t I t t t tδ δ ε− −= = < + ∈                         (7) 

( ) ( )2 2 +1 2 2 +1, ( ) , [ , ].k k k kI t I t I t t t tδ δ= = ≥ ∈                           (8) 

如果 { }2 2sup k k
k

t t− = ∞，即对任意大的 0l > ，存在 k，使得 

( ) [ ] [ ]2 1 2 1 2 1 2, , , ,k k k kI t t t t l t tδ ε − − −< + ∈ + ⊂  

利用情形(i)的证明思路，不难得到矛盾。因此， { }2 2 1: sup k k
k

L t t += − < ∞，注意到 

( ) [ ] ( ) , 0.I t I t tγ µ′ ≥ − + ≥  

那么对任意 k，有： 

( ) ( ) [ ]( ) [ ] [ ]2 1
2 1 2 1 2e e , , .kt t L

k k kI t I t t t tγ µ γ µδ−− + − − +
− −≥ ≥ ∈  

再结合(8)式，我们有 ( ) [ ]
1e ,LI t t tγ µδ − +≥ ≥ 。这与系统解不存在正的下确界矛盾。 

注意到上述δ 的选取与系统(2)的正解选取无关。故存在充分大的 t 和 0δ 使得 ( ) 0I t δ≥ 成立。因此，

当 2 1R > 时，系统(2)是持久的。 
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