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Abstract 
The paper studied the following finite spectrum of third order boundary value problems with n 
transmission conditions 
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For any positive integer , , 0,1, ,in m i n=  , there are at most 0 1 nm m m+ + +  eigenvalues. The 
main tool used in this paper is iterative construction of the characteristic function and Rouche’s 
theorem. The key to this analysis is the construction of discontinuous function solutions. 
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对于任意正整数 , , 0,1, ,in m i n=  ，经计算至多有 0 1 nm m m+ + + 个特征值。所用的工具主要是判断函

数的迭代和Rouche定理，分析的关键是不连续函数解的构造。 
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1. 引言 

微分方程边值问题是微分方程理论中较为重要的研究方向。众所周知，三阶微分方程起源于应用数学

和物理学的各个不同领域中，其应用范围十分广泛。例如，带有固定或变化横截面的屈曲梁的挠度、三层

梁、电磁波、地球引力吹积的涨潮、工程力学等。因此，对于三阶微分方程边值问题的研究理论已然相当

成熟，如文献[1] [2]。正是基于热传导和边界在滑杆上的弦振动问题，因此对于微分方程边值问题[3]有限

谱的研究逐渐受到很多学者的青睐，例如对于 Sturm-Liouville 问题有限谱[4] [5] [6] [7]，带有转移条件的

Sturm-Liouville 问题有限谱[8] [9] [10] [11]，以及边界条件中含有谱参数的 Sturm-Liouville 有限谱问题的研

究。且阶数已从二阶增加到四阶、六阶，甚至 2n 阶[12] [13] [14] [15]，正因为都是偶数阶，所以可以很自

然的推广到高阶偶数阶问题上去。但是对于奇数阶具有有限谱的微分方程边值问题的研究仍然是比较困难

的，随着 Ao 等人对于两类具有有限谱的三阶微分方程边值问题的提出[16]，使得三阶微分方程边值问题的

有限谱理论成为解决实际问题的关键。理论上三阶微分方程边值问题是否具有有限谱，它的转移条件是否

对于其特征值个数会产生影响，对这些问题的探讨都是非常有必要的。 
目前，学者们对于偶数阶微分方程边值问题是否具有有限谱的研究做出了大量的杰出工作，如文献

[17] [18] [19]。值得一提的是，2017 年，Ao 研究了下述两类具有有限谱的三阶边值问题 
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对于每一个正整数 m，该问题至多有 2 1m + 个特征值，他们运用的主要工具有判断函数的迭代、代数学

基本定理等。 
受以上杰出工作的启发，本文主要考虑下述一类具有 n 个转移条件的三阶边值问题的有限谱 
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其中 ( )y y t= ， ( ) ( ) ( )1 1 2, , ,nt J a c c c c b∈ =   ， a b−∞ < < < +∞ ， ( )2,A B M∈  ， ( ),ic a b∈ ，

( )2,i iC D M∈  ， ( )det 0i iC ρ= > ， ( )det 0i iD θ= > ， 1,2, ,i n= 
。此处λ 为谱参数，且系数满足最小条件 

( )1 , , , .r q w L J
p

= ∈                                       (4) 

其中 ( ),L J  表示在J上Lebesgue可积的复值函数构成的集合。条件(4)是方程(1)所有初值问题在 ( ),a b 上具

有唯一解的充要条件，参见[20]。在本文中，设(4)恒成立，我们将证明问题(1)~(3)仍然具有有限谱。 

2. 预备知识及说明 

令 , ,u y v y z py′ ′′= = = ，则与方程 ( )py qy wyλ′′′ + = 等价的系统表示为： 
( ), , .u v v rz z w q uλ′ ′ ′= = = −                                   (5) 

可写成如下矩阵形式 

0 1 0
0 0 .
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′    
    =    
    −    

                                   (6) 

定义 1：方程在 J 的子区间上的平凡解是指在子区间上 y 及其拟导数 ,v y z py′ ′′= = 都为零的解 y。 
引理 1：设 ( ) ( ) ( ), , , 1, 2,eft t e f t Jλ φ λ Φ = = ∈  为系统(5)满足初始条件 ( ),a IλΦ = 的基解矩阵，则

λ ∈是问题(1)~(3)的特征值当且仅当 

( ) ( )det , 0.A B bλ λ∆ = + Φ =                                    (7) 

特别地： 
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其中 , ,1 , 4, ,1 , , , 4,i j ijklc i j d i j k l j l≤ ≤ ≤ ≤ ≠ 仅仅是依赖于矩阵 ,A B 的常数。 
证明：引理第一部分的证明见文献[16]，式(8)直接计算可得。                                □ 
定义 2：若对所有的 ( ), 0λ λ∈ ∆ ≡ ，或对任意的 ( ), 0λ λ∈ ∆ ≠ ，则称问题(1)~(3) (或等价问题(4) (2) 

(3))为退化的。 

3. 具有 n 个转移条件的三阶边值问题的有限谱 

在这一部分中我们设对于区间 J 有如下分割 
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1 0r t

p t
= = 时，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 2 1

2 2
1,2 1 1,2 1

1,2 1,2

,2 1 ,2 1

,2 ,2

0 2 2 1

1 1,2 1,2 1

,2 ,2 1

0, d 0, = 0,1, , , , ,

0, d 0, = 0,1, , , , ,

0, d 0, = 0,1, , , , .

k k

k k
i i

i i

n z n z

n z n z

a a
k ka a

c c
i ic c

c c
n n z n zc c

w t w t t t k m t a a

w t w t t t i m t c c

w t w t t t z m t c c

+ +

+ +

+ +

+

+

+

 ≠ ≠ ∈

 ≠ ≠ ∈


 ≠ ≠ ∈

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫









                   (10) 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.93039


朱军伟 
 

 
DOI: 10.12677/aam.2020.93039 333 应用数学进展 
 

而 ( ) ( ) 0q t w t= = 时，则有 
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引理2：设(9)~(11)成立，对于每一个λ ∈。 

( ) ( ) ( )( )1, , ,eft t t a cλ φ λ Φ = ∈  为系统(5)满足初始条件 ( ),a IλΦ = 的基解矩阵； 

( ) ( ) ( )( ), 1 1 ,2 1, , , , , 1,2, ,
ni i ef i i n n mt t t c c c b c i nλ ψ λ + + + Ψ = ∈ = = =   为系统(5)满足初始条件 ( ),i ic IλΨ + =  

(此处 ( ) ( ) ( ),0, , ,i i i i ic c cλ λ λΨ + = Ψ = Φ + )的基解矩阵，则有 
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其中 
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一般地，对于 01 k m≤ ≤ ， 
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其中 
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( ) ( ) ( ),11 ,3 ,3 ,1 ,0 ,0 ,0, 1,i i i i i i ic c c r w qψ λ λ= − − +  

( ) ( ) ( )( ) ( ),12 ,3 ,3 ,1 ,0 ,0 ,0 ,1 0 1,1 0, 1 ,i i i i i i i ic c c r w q c a c aψ λ λ = − − − + + −   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),31 ,3 ,3 ,1 ,0 ,0 ,0 ,1 ,1 ,0 ,0, 1 ,i i i i i i i i i i ic c c r w q w q w qψ λ λ λ λ = − − + − + −   

( ) ( )( ),32 ,3 ,1 ,1 ,3 ,1 ,0, 1.i i i i i i ic w q c c rψ λ λ= − − +  

更一般地，对于 ( )1 , , ,im i j zκ κ≤ ≤ =  ， 
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证明：由(5)可知在r恒等于零的子区间v是常数，而在 ,q w恒等于零的子区间上z是常数。通过反复应

用(5)，即可得出结论。                                                                     □ 
引理3：设(9)~(11)成立，对于每一个λ ∈， 
( ) ( ) ( )( )1, , ,eft t t a cλ φ λ Φ = ∈  为系统(5)满足初始条件 ( ),a IλΦ = 的基解矩阵； 

( ) ( ) ( )( ), 1 1 ,2 1, , , , , 1,2, ,
ni i ef i i n n mt t t c c c b c i nλ ψ λ + + + Ψ = ∈ = = =   为系统(5)满足初始条件 ( ),i ic IλΨ + =  

(此处 ( ) ( ) ( ),0, , ,i i i i ic c cλ λ λΨ + = Ψ = Φ + )的基解矩阵，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1, , , , , ,n n n n n n nb b G c G c G cλ λ λ λ λ− − − −Φ = Ψ Ψ − Ψ − Φ −  

其中 
1

, 2 2
.i i ef i iG g D C−

×
 = = −   

证明：证明方法与文献[21]中引理3.3类似，具体参见文献[21]和[22]。                         □ 
引理4：设(9)~(11)成立，对于每一个λ ∈， 

( ) ( ) ( )( )1, , ,eft t t a cλ φ λ Φ = ∈  为系统(5)满足初始条件 ( ),a IλΦ = 的基解矩阵； 
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(此处 ( ) ( ) ( ),0, , ,i i i i ic c cλ λ λΨ + = Ψ = Φ + )的基解矩阵。对于 ( ),b λΦ 则有如下结果 
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= = = = =

 
′= − − − + 

 
∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 11 1

* **
32 1, 1, , , 32

1 0 1 2 1
, , ,

im mmn n

i k k i i i j i j
i k i i j

b R R G G w q w q w q bφ λ λ λ λ φ λ
− −

= = = = =

 
′= − − − + 

 
∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 11 1

* **
33 1, 1, , , 33

1 0 1 2 1
, , .

im mmn n

i k k i i i j i j
i k i i j

b R R G G w q w q w q bφ λ λ λ λ φ λ
− −

= = = = =

 
′= − − − + 

 
∏ ∏ ∏ ∏ ∏  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

*
1,11 1,0 1,0 1,21 1,0 1,0 1,31 1,12 1,0 1,0 1,22 1,0 1,0

1,32 1,13 1,0 1,0 1,23 1,0 1,0 1,33,

G g w q g w q g g w q g w q

g g w q g w q g

λ λ λ λ

λ λ

= − + − + + − + −

+ + − + − +
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

**
,11 ,0 ,0 ,21 1, 1, ,12 1, 1,2

,31 ,32 ,13 1, 1, ,23 1, 1, 1,33 ,

i i i i

i i i i

n
i i i i i m i m i i m i mi

i i i i m i m i i m i m

G g w q g w q g w q

g g g w q g w q g

λ λ λ

λ λ

− − − −

− − − −

− − − −=

− − − −

= − + − + −
+ + + − + − + 

∏
 

( )
0 1 1

,
0 0 1

, , , .
im m n

k i i j ef i
k j i

R r R r b o R Rφ λ
− −

= = =

 ′= = =  
 

∏ ∏ ∏  

证明：由引理2可知 

( ) ( )

( )
( )

( )

0

0

0 0

0 0 0 0 0 0 0

0

0

0 0 0 0 0 0 0

0

0

0 0 0 0 0 0 0

1 2 1

1

1 2 1

1

1

1

1

2

2

1 1 1 1 1 1 2

, ,

1 0

0 1 ,

1 1

0 1

( )

1 1

0 1

m

m

m m

m m m m m m m

m

m

m m m m m m m

m

m

m m m m m m m

c a

r

r a

w q w q w q r

r

r

w q w q w q r

r

r

w q w q w q r

λ λ

λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

+

−

− −

−

−

−

−

−

−

− − − − − − −

Φ − = Φ

 
 
 = Φ
 
 − − − 
 
 

=  
  − − − 


×


− − −

( )

( )

0

0

2 3

11 12 13

21 22 23 2 3

31 32 33

,

, ,

m

m

a

a

λ

θ θ θ
θ θ θ λ
θ θ θ

−

−



Φ


 


 
 = Φ 
 
   

其中 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 011 1 1 1 1 1 1 1 11 ,m m m m m m m mr w q r w q o w qθ λ λ λ− − − − − − − −= + − = − + −  

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 012 1 1 1 1 1 1 1 12 ,m m m m m m m mr w q r w q o w qθ λ λ λ− − − − − − − −= + − = − + −  

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 013 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 12 ,m m m m m m m m m m m m mr r r w q r r w q o r r w qθ λ λ λ− − − − − − − − − − − − −= + − = − + −  

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 021 1 1 1 1 1 1 1 1 ,m m m m m m m mr w q r w q o w qθ λ λ λ− − − − − − − −= − = − + −  

https://doi.org/10.12677/aam.2020.93039


朱军伟 
 

 
DOI: 10.12677/aam.2020.93039 336 应用数学进展 
 

( )
( ) ( )( )
0 0 0

0 0 0 0 0 0

22 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1

,

m m m

m m m m m m

r w q

r w q o r w q

θ λ

λ λ

− − −

− − − − − −

= + −

= − + −
 

( )
( ) ( )( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

23 2 1 2 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1 ,

m m m m m

m m m m m m m m

r r r w q

r r w q o r r w q

θ λ

λ λ

− − − − −

− − − − − − − −

= + −

= − + −
 

( )( )
( )( ) ( )( )( )

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

31 1 1 1

1 1 1 1 1 1 ,

m m m m m m m

m m m m m m m m m m

w q r w q w q

r w q w q o r w q w q

θ λ λ λ

λ λ λ λ

− − −

− − − − − −

= − + − −

= − − + − −
 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

32 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2

,

m m m m m m m

m m m m m m m m m m

w q r w q w q

r w q w q o r w q w q

θ λ λ λ

λ λ λ λ

− − −

− − − − − −

= − + − −

= − − + − −
 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

33 2 1 2 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1

2

.

m m m m m m m m m

m m m m m m m m m m m m

r w q r r w q w q

r r w q w q o r r w q w q

θ λ λ λ

λ λ λ λ

− − − − −

− − − − − − − −

= − + − −

= − − + − −
 

由于 

( )
( )

( )
0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

3

2 3 3 2 5

2 2 2 2 2 2 3

1 1

, 0 1 , ,
m

m m m

m m m m m m m

r

a r a

w q w q w q r

λ λ

λ λ λ

−

− − −

− − − − − − −

 
 
 Φ = Φ
 
 − − − 

 

故 

( ) ( )

( )

0

0

0 0

0 0 0 0 0 0 0

11 12 13

1 21 22 23 2 3

31 32 33

311 12 13

21 22 23 3 2 5

31 32 33 2 2 2 2 2 2 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

, ,

1 1

0 1 ,

( )

m

m

m m

m m m m m m m

c a

r

r a

w q w q w q r

θ θ θ
λ θ θ θ λ

θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ λ
θ θ θ λ λ λ

η η η
η η η
η η η

−

−

− −

− − − − − − −

 
 Φ − = Φ 
 
 

    = Φ     − − −  


=



( )02 5 , ,ma λ−


Φ 

 


 

其中 

( )
( )( ) ( )( )( )

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

11 11 2 2 13

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 ,

m m

m m m m m m m m m m m m

w q

r r w q w q o r r w q w q

η θ λ θ

λ λ λ λ

− −

− − − − − − − − − − − −

= + −

= − − + − −
 

( )
( )( ) ( )( )( )

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

12 11 12 2 2 13

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 ,

m m

m m m m m m m m m m m m

w q

r r w q w q o r r w q w q

η θ θ λ θ

λ λ λ λ

− −

− − − − − − − − − − − −

= + + −

= − − + − −
 

( ) ( )( )
( )( )( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

13 3 11 3 12 3 2 2 13 1 2 3 1 1 2 2

1 2 3 1 1 2 2 ,

m m m m m m m m m m m m

m m m m m m m

r r r w q r r r w q w q

o r r r w q w q

η θ θ λ θ λ λ

λ λ

− − − − − − − − − − − −

− − − − − − −

= + + − = − −

+ − −
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( ) ( )( )
( )( )( )

0 0 0 0 0 0 0 0
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21 21 2 2 23 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 ,

m m m m m m m m

m m m m m m

w q r r w q w q

o r r w q w q

η θ λ θ λ λ

λ λ

− − − − − − − −

− − − − − −

= + − = − −

+ − −
 

( ) ( )( )
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0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

22 21 22 2 2 23 1 2 1 1 2 2
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− − − − − − − −

− − − − − −

= + + − = − −

+ − −
 

( ) ( )( )
( )( )( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

23 3 21 3 22 3 2 2 23 1 2 3 1 1 2 2
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+ − −
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λ λ λ
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( ) ( )( )( )
( )( )( )
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0 0 0 0 0 0 0 0

32 31 32 2 2 33 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2( ,
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w q r r w q w q w q

o r r w q w q w q
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λ λ λ
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− − − − − −
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( ) ( )( )( )
( )( )( )( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

33 3 31 3 32 3 2 2 33 1 2 3 1 1 2 2
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η θ θ λ θ λ λ λ

λ λ λ
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− − − − − − −

= + + − = − − −

+ − − −
 

  

重复上述方法，我们得到 

( ) ( )
11 12 13

1 21 22 23 1

31 32 33

, , ,c a
ξ ξ ξ

λ ξ ξ ξ λ
ξ ξ ξ

 
 Φ − = Φ 
 
 

 

其中 
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,
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 
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,
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,
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0 1 0 1

,
m m m m

k k k k k k
k k k k

r w q o r w qξ λ λ
− − − −

= = = =

 
= − + − 

 
∏ ∏ ∏ ∏  
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1 1 1 1
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( ) ( )
0 0 0 01 1 1 1
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1 1 1 1

,
m m m m

k k k k k k
k k k k

r w q o r w qξ λ λ
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= = = =

 
= − + − 
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且 
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( )( )

1 0

1

0 0 0 0 1 0

1 0
, 0 1 0 ,

1

a a
a

w q w q a a
λ

λ λ

− 
 Φ =  
 − − − 
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( ) ( ) ( )
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1
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, , ,
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c c c
c c c

ξ ξ ξ
λ ξ ξ ξ λ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ
ξ ξ ξ λ λ

φ λ φ λ φ λ
φ λ φ λ φ λ
φ λ φ λ φ λ

 
 Φ − = Φ 
 
 

 − 
  =   

  − − −  

− − −
= − − −

− − −

.


 
 
 
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因此 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0
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c
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φ λ λ λ
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 
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 
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 
 
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∏ ∏ ∏ ∏

∏ ∏ ∏ ∏
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( ) ( ) ( )
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22 1
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r w q o r q w
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λ λ λ
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 
− = − + − 

 
 

− = − + − 
 

∏ ∏ ∏ ∏

∏ ∏ ∏ ∏
                    (18) 
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m m m m

k k k k k k
k k k k
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c r w q o r q w
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φ

− − − −

= = = =

− − − −

= = = =

− − − −

= = = =

 
− = − + − 

 
 

− = − + − 
 
 

− = − + − 
 

∏ ∏ ∏ ∏

∏ ∏ ∏ ∏

∏ ∏ ∏ ∏

( ) ( ) ( )
0 0 0 01 1 1 1

3 1
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, .
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重复上述方法，可得 
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m m m m
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 
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 

− = − + − 
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 
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                 (19) 
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结合引理3可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1, , , , , ,n n n n n n nb b G c G c G cλ λ λ λ λ− − − −Φ = Ψ Ψ − Ψ − Φ −
 

综合(18)和(19)，结论得证。                                                                □ 
定理3：设 ,m n∈， 1,12 ,21 0ig g ≠ ，且(9)~(11)成立，则问题(1)~(3)至多有 0 1 nm m m+ + + 个特征值。 
证明：由引理1可知 

( ) ( ) ( )
4 4

1 1 1 , , , 4
det det ,ij ij ijkl ij kl

i j i j k l
A B c dλ φ φ φ

= = ≤ ≤

∆ = + + +∑∑ ∑  

再由引理4可知， ( ) ( ) ( )11 12 13, , , , ,b b bφ λ φ λ φ λ 关于 λ 的次数都 0 1 nm m m+ + + ，而 ( ) ( )21 22, , ,b bφ λ φ λ ，

( ) ( ) ( ) ( )23 31 32 33, , , , , , ,b b b bφ λ φ λ φ λ φ λ 关于λ 的次数都为 0 1 1nm m m n+ + + + − ，由代数学基本定理可知，

( ) 0λ∆ = 时，至多有 0 1 nm m m+ + + 个特征值。其它情况判断函数 ( )λ∆ 关于 λ 的次数必定小于或等于

0 1 nm m m+ + + 。定理得证。                                                               □ 
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