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Abstract 
In this paper, we propose a nutrient-phytoplankton model with asynchronous control. Based on 
the geometry method of differential equation, we analyze dynamics of the model. Here we mainly 
study the periodic solution when the positive equilibrium is greater than the critical value, and 
discuss the existence of the order-1 periodic solution under different conditions by using succes-
sor functions. The results are helpful to provide some insights into further understanding the ef-
fects of asynchronous control on the nutrient-phytoplankton dynamics in freshwater ecosystem. 
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摘  要 

本论文构建了一类具有异步控制的营养–浮游植物模型。基于微分方程的几何理论，我们分析了模型的
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动力学性质。我们主要研究了当平衡点的值大于临界值情况下的周期解存在性等问题。利用后继函数，

我们研究了不同条件下阶一周期解存在性。本研究成果有助于理解异步控制对营养-浮游植物互作动力学

性质的影响。 
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1. 引言 

在淡水生态系统中，浮游植物一直扮演着重要角色，它处于食物链第一营养级，通常被认为是鱼类

和其他水生动物的重要食物来源[1]。此外，通过光合作用，浮游植物能够吸收大量的二氧化碳并释放氧

气。然而，近些年由于浮游植物水华暴发，给环境和人类健康产生了严重的负面影响[2] [3]。 
由于现代经济的快速发展和人口的急剧增加，大量的生活污水和工业污染物排入水体，导致氮、磷

等营养物质在湖泊和水库中大量积累，加速了水体富营养化的进程。水体富营养化促进了浮游植物的大

量繁殖，进而频繁引发浮游植物水华事件。浮游植物水华能产生一系列的严重后果，例如：导致鱼类的

大量死亡[4]；此外，一些藻类还分泌毒素，导致鱼类、鸟类等动物中毒；通过食物链还能间接对人类健

康造成影响[5] [6] [7] [8]等。因此，研究如何控制浮游植物的增长具有重要意义。 
1932 年，Bertalanffy 首次运用数学模型研究生物系统中存在的问题[9]，数学模型在生物邻域中显示

出越来越强大的生命力。近些年，越来越多的科学家试图用数学模型来研究生物种群增长和分布的动态

变化过程，例如，时滞动力学模型[10] [11]、扩散动力学模型[12] [13]和脉冲动力学模型[14] [15]等。在

许多现实问题中，浮游植物种群状态的变化可能既不是连续的，也不是离散的，而是同时存在的，从而

导致脉冲控制动力学系统成为当前研究的热点。 
脉冲控制动力学系统主要分为三类：脉冲发生在固定时刻，脉冲发生在可变时刻，依赖于状态的脉

冲控制。在许多生态系统中，可以利用脉冲微分方程[16]-[25]来描述系统中发生的瞬时突变问题。近年来，

对带有脉冲控制动力系统的研究取得了显著的成果。其中，许多学者对脉冲发生在固定时刻的动力系统

进行了大量研究，如传染病脉冲动力学模型和药代动力学模型等[26] [27] [28]。然而，针对生态系统中的

一些问题，控制措施的实施通常依据种群增长的状态，显然此时状态依赖脉冲似乎比固定周期脉冲要更

适合，例如水华控制、害虫暴发控制[29] [30] [31] [32]等。 
Huppert 等人[33]提出了一个 N-P 模型来描述营养驱动的浮游植物水华的动力学： 

,
.

N a bNP eN
P cNP dP

 = − −


= −





                            (1.1)  

同时结论表明，在浮游植物暴发之前，需要大量的营养物质。也就是说，只有当营养物质超过一定

的限定水平时，才会触发水华。在此模型的基础上，大量研究者通过考虑时滞或扩散等因素进一步研究

N-P 模型的动力学性质[34]-[39]。给予状态依赖脉冲微分方程，本文在模型(1.1)的基础上提出了一类具有

异步控制的营养–浮游植物动力学模型，如下： 
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 = − 
∆ = −  =∆ = 
∆ = −  =∆ = − 

                           (1.2) 

其中 ( )x t 和 ( )y t 分别为营养水平和浮游植物密度，I 为流入系统中的营养，a 为浮游植物的吸收率，e 为

营养的损失率， ε 为转化率，m 为浮游植物的死亡率，且 1h 为预警值， 2h 为暴发临界值，当浮游植物达

到预警值 1h 时，采取控制措施，使得营养和浮游植物密度为 ( )11 p x− 和 1h ，当浮游植物达到临界值 2h 时，

在采取控制措施后，营养和浮游植物密度为 ( )21 p x− 和 ( ) 21 q h− ，其中 ( )0,1p∈ 且 ( )0,1q∈ 。 
本文共分为四部分：在第二部分介绍基础知识，包括一些主要定义与引理；第三部分，对系统进行

动力学分析；在第四部分，得出结论。 

2. 基础知识 

定义 2.1  [40] [41] 设状态脉冲微分方程  

( )

( )
( ) { }

( )
( )

( ) { }

d , ,
d , , ,
d , .
d

, ,
, , .

, .

x P x y
t x y M x y
y Q x y
t
x x y

x y M x y
y x y

α

β

 =  ∉
  = 

∆ =   ∈∆ =  

                     (2.1) 

我们把由“状态脉冲微分方程”(2.1)所定义的解映射所构成的“动力学系统”称为半连续动力系统，

记为 ( ), , ,f MϕΩ 。我们规定系统的映射初始点 P 不能在脉冲集上， { }2 \ ,P R M x y+∈Ω = ，ϕ 为连续映射，

( )M Nϕ = ，ϕ 称为脉冲映射。这里 { },M x y 和 { },N x y 为 ( ){ }2 2 :, 0, 0R x y R x y+ = ∈ ≥ ≥ 平面上的直线或

曲线， { },M x y 称为脉冲集， { },N x y 称为相集。 
定义2.2 [42]统(2.1)中，在相集N上建立坐标系，假设相集N交x轴于点Q，令点Q的坐标等0。 A N∀ ∈ ，

令点 A 的坐标等于点 A 与点 Q 的距离，记为 a。假设过点 A 的系统的轨线经过 k 次脉冲作用后交 N 于点

kA ，记的坐标为 ka ，则点 kA 称作点A的阶 k后继点；函数 ( )kF A 称作点A的阶 k后继函数， ( )k kF A a a= − 。 
引理 2.1 若 ( ) 0F A = ，则从 A 点出发的轨线是系统的阶 1 周期解。 
引理  2.2 根据引理 1.1 可知 ( ),X Π 是半连续动力系统，若存在 1 2,A N A N∃ ∈ ∈ ，满足

( ) ( )1 2 0F A F A⋅ < ，则在 1 2,A A 之间存在 A，使得 ( ) 0F A = ，根据引理 2.1，系统存在阶 1 周期解。 

3. 动力学分析 

显然， 0 ,0IE
e

 
 
 

和 * ,m aI emE
a am

ε
ε

− 
 
 

是模型(1.2)的平衡点，且可以得到三条等倾线： 1 : I eL y
ax a

= − ，

2 : mL x
aε

= 和 3 : 0L y = 。 当 1y h= 时 ， ( ) ( ) ( )( )1 1 1, , 1 ,x y x h p x hφ= = − ， 当 2y h= 时 ，

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2, , 1 , 1x y x h p x q hϕ= = − − ，记脉冲集 1y h= 为 P， 2y h= 为 M， ( ) 21 q h− 为相集 N。 
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模型(1.2)水平等倾线与相集 N 交于点 1A ，与脉冲集 P 交于点 2A 。当 ( ) 2 1 21 q h h h− < < 时，在相集 N
上存在点 3A ，使得从点 3A 出发的轨线首次交脉冲集 P 于点 4A 。由于脉冲作用到达点 2A ，根据微分方

程轨线的不相交性，以及脉冲函数φ可知，对于位于 3A 左侧的点(如图 1 所示)，任取点 A 位于相集 N 上

的子集合 1N ，显然在 1N 上有 30
A

x x< < 。从点 A 出发的轨线 ( ),A tπ 交脉冲集 P 于点 1A ，由于脉冲作用

到达 2A 。点 2A 出发的轨线 ( )2 ,A tπ 交脉冲集 M 于点 3A ，由于脉冲作用交 N 于点 4A 。此时，存在映射

1:f N N→ ，即对 1A N∀ ∈ ， 4A N∃ ∈ ，使得 ( ) ( )( )( )( )4A f A Aϕ π φ π= = ，其中 ( )1 1,A A tπ= ， ( )2 1A Aφ= ，

( )3 2 2,A A tπ= ， ( )4 3A Aϕ= 。 
 

 
Figure 1. Track trend diagram on N 
图 1. 在 N 上的轨线走向图 

 

但是在脉冲集 P 上，当 2 4A A
x x x< < 时，P 上存在子集合 1P ，存在一个映射 1:g P P→ (如图 2 所示)，

1 1A P∀ ∈ ， 3A P∃ ∈ ，使得 ( ) ( )( )3 1 1A g A Aπ φ= = ，其中 ( )2 1A Aφ= ， ( )3 2 1,A A tπ= 。 
 

 
Figure 2. Track trend diagram on P 
图 2. 在 P 上的轨线走向图 

 

引理 3.1 映射 1:f N N→ 为连续的一一映射。 
首先本文考虑 *

2y h> ，对 1N 上任意点 A，从点 A 出发的轨线一定与脉冲集 M 相交，然后通过脉冲
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作用到达相集 N 上。若在 1N 存在两点 ,F G ，使得 ( ) ( )f F f G= ，由ϕ 可知， ( )( ) ( )( )1 1f F f Gϕ ϕ− −= ，

这个时候，从两个不同点出发的轨线交于同一点，与微分方程轨线的不相交性互相矛盾，所以映射 f 为

一一映射。 
接下来考虑连续性： 
因为 ( )C Bϕ= 在 0B B= 处连续，所以 0ε∀ > ， 1 0δ∃ > ，当 0 1B B δ− < 时，有 ( ) ( )0B Bϕ ϕ ε− < ，

由于微分方程的解对初始条件是连续依赖的，所以 ( )Dπ 在 0D D= 处连续。因此，对 1 0δ > ， 2 0δ∃ > ，

当 0 2D D δ− < 时，有 ( ) ( )0 1D Dπ π δ− < 。同理，根据 ( )Eφ 在 0E E= 处连续性，对 2 0δ > ， 3 0δ∃ > ，当

0 3E E δ− < 时，有 ( ) ( )0 2E Eφ φ δ− < 。最后，根据微分方程的解对初始条件是连续依赖的，可知， 0δ∃ > ，

当 0A A δ− < 时，有 ( ) ( )0 3A Aπ π δ− < ，其中 ( )0 0 1,E A tπ= ， ( )0 0D Eφ= ， ( )0 0 2,B E tπ= ， ( )0 0C Bϕ= 。

所 以 ， 0δ∃ > ， 当 0A A δ− < 时 ， 有 ( ) ( ) ( )0 0 3A A A Eπ π π δ− = − < ， 则

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 2A A A E A Dφ π φ π φ π φ φ π δ− = − = − < 。 近 一 步 ， 我 们 有

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )0 0 0 1A A A D A Bπ φ π π φ π π φ π π π φ π δ− = − = − < 。 因 此 ， 0ε∀ > ，

( )( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )0 0A A A Bϕ π φ π ϕ π φ π ϕ π φ π ϕ ε− = − < ，并 0δ∃ > ，当 0A A δ− < 时，有

( ) ( )0f A f A ε− < ，所以映射 f 为连续的。 
综上所述，映射 1:f N N→ 为连续的一一映射。 
证毕。 
引理 3.2 映射 1:g P P→ 为连续的一一映射。 
证明：由于此证明方法与上述证明相似，故省略。 
由上述映射 ,f g 为连续的一一映射，对 1A N∀ ∈ 或 1A P∀ ∈ ，相集 N 上的阶一后继函数

( ) ( )1F A f A A= − 与集合 P 上的阶一后继函数 ( ) ( )1F A g A A= − 为连续的，可得以下引理。 
引理 3.3 在系统(1.2)中， 1A N∀ ∈ 或 1A P∀ ∈ ，其阶一后继函数 ( )1F A 是连续的。 
接下来我们探讨系统(1.2)中的周期解，首先，由于 ( )11x p x+ = − ，对任意 ( )1 0,1p ∈ ，当 0x → 时，

有 0x+ → 。因此，当 1p 为固定值时，在相集 N 上存在点 3A ，使得从点 3A 出发的轨线交脉冲集 P 于点 4A ，

由于脉冲作用到达点 2A ，即， ( )2 411
A A

x p x= − 。故考虑以下两种情况： (1) ( ) 2 1 21 q h h h− < <  (2) 

( )1 2 21h q h h< − < 。 
情况(1) ( ) 2 1 21 q h h h− < < ： 
定理 31  系统(12)存在阶一周期解。 
证明：存在点 B P∈ ，使得从点 B 出发的轨线与脉冲集 P 交于点 1B ，而 1B 在 4A 的左侧，即 41B A

x x< ,
由于脉冲作用，点 1B 沿着脉冲集 P 向左平移到 1B+，此时 1B+与 B 的位置关系如下：(a)：

1
BB

x x+ = ；(b)：

1
BB

x x+ < ；(c)：
1

BB
x x+ >  

(a)：当
1

BB
x x+ = 时(图 3)，即点 1B+与 B 重合，则闭轨 1 1BB B+ 为阶一周期解。 

(b)：当
1

BB
x x+ < 时(图 4)，即 B 的阶一后继函数为 ( )

1
1 0BB

F B x x+= − < 。以 1B+为初始点出发的轨线

与 P 交于点 2B ，由于轨线互不相交, 所以
1 2B Bx x< 。经过脉冲作用后到达点 2B+，此时

2
BB

x x+ > ，因此

2 1B B
x x+ +> 。 1B+的阶一后继函数为 ( )

2 1
1 1 0

B B
F B x x+ +

+ = − > ，故 ( ) ( )1 1 1 0F B F B+⋅ < ，根据引理 13，系统(12)
存在阶一周期解。 

(c)：当
1

BB
x x+ > 时(图 5)，即 B 的阶一后继函数为 ( )

1
1 0BB

F B x x+= − > 。以 1B+为初始点出发的轨线与

P 交于点 2B ，由于轨线的不相交性，
1 2B Bx x> ，由于脉冲作用，到达点 2B+，此时

2
BB

x x+ < ，所以
2 1B B

x x+ +< ，

1B+的阶一后继函数为 ( )
2 1

1 1 0
B B

F B x x+ +
+ = − < ，所以 ( ) ( )1 1 1 0F B F B+⋅ < ，根据引理 13，系统(12)存在阶一

周期解。 
证毕。 
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Figure 3. Track trend diagram with 

1
BB

x x+ =  

图 3. 当
1

BB
x x+ = 时轨线走向图 

 

 
Figure 4. Track trend diagram with 

1
BB

x x+ <  

图 4. 当
1

BB
x x+ < 时轨线走向图 

 

 
Figure 5. Track trend diagram with 

1
BB

x x+ >  

图 5. 当
1

BB
x x+ > 时轨线走向图 
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定理 3.2  当存在 B P∈ ，使得 3 BA

mx x
aε

< < ，此时系统(1.2)存在唯一的正的阶一周期解。 

证明：当存在 B P∈ ，使得 3 BA

mx x
aε

< < 时，假设存在两个正的阶一周期间，为闭轨 1BB B 和闭轨 1CC C ，

如下图 6 所示。由于 B Cx x< 且 ( )11x p x+ = − ，故 ( )
11

11 B BB
x p x x+ = − = ， ( )

11
11 C CC

x p x x+ = − = 。因为
1 1B Cx x> ，

( )1 0,1p ∈ ，所以
1 1C B

x x+ +< ，因此 C Bx x< 。显然矛盾，系统(1.2)存在唯一的正的阶一周期解。 

证毕。 
 

 
Figure 6. The order-1 periodic solution of system (1.2) 
图 6. 系统(1.2)的阶一周期解 
 

定理 3.3 当存在C N∈ ，使得 30 C A
x x< < ，则系统(1.2)存在阶一周期解。 

证明：在相集 N 上取点 C，使得 30 C A
x x< < ，从点 C 出发的轨线与脉冲集 P 交于点 1C ，由于脉冲

作用到达 1C+ ，从点 1C+ 出发的轨线与脉冲集 M 交于点 2C ，经过脉冲作用跳到 N 上于点 2C+ ，此时 2C+ 的

位置有以下三种情况：(a)：
1

CC
x x+ = ；(b)：

1
CC

x x+ < ；(c)：
1

CC
x x+ > 。 

(a)：当
2

CC
x x+ = 时(图 7)，即点 2C+ 与 C 重合，系统(1.2)存在阶一周期解。 

 

 
Figure 7. Track trend diagram with 

2
CC

x x+ =  

图 7. 当
2

CC
x x+ = 时轨线走向图 
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(b)：当
2

CC
x x+ < 时(图 8)，即， ( )

2
1 0CC

F C x x+= − < 。假设相集 N 与 y 轴交于点 D，以 D 为初始点出

发的轨线与 P 交于点 1D ，经过脉冲作用后到达点 1D+ ，从 1D+ 出发的轨线交脉冲集 M 于点 2D ，由于脉冲

作用交 N 于 2D+ 。由于 ( )
22

11 DD
x p x+ = − ， ( )1 0,1p ∈ ，且

2
0Dx > ，所以

2
0

D
x + > ，因此

2
DD

x x+ > 。即，D
的阶一后继函数为 ( )

2
1 0DD

F D x x+= − > ，则 ( ) ( )1 1 0F C F D⋅ < ，根据引理 1.3，系统(1.2)存在阶一周期解。 
 

 
Figure 8. Track trend diagram with 

2
CC

x x+ <  

图 8. 当
2

CC
x x+ < 时轨线走向图 

 

 
Figure 9. Track trend diagram with 

2
CC

x x+ >  

图 9. 当
2

CC
x x+ > 时轨线走向图 

 

(c)：当
2

CC
x x+ > 时(图 9)，即 ( )

2
1 0CC

F C x x+= − > 。以 2C+ 为初始点出发的轨线与 P 交于点 3C ，由于

脉冲作用，到达点 3C+ 。从 3C+ 出发的轨线交脉冲集 M 于点 4C ，经过脉冲作用交 N 于 4C+ ，根据轨线的不

相交性，故
4 2C C

x x+ +< 。即 ( )
4 2

1 2 0
C C

F C x x+ +
+ = − < ，所以 ( ) ( )1 1 2 0F C F C+⋅ < ，根据引理 1.3，系统(1.2)存在

阶一周期解。 
证毕。 
情况(2) ( )1 2 21h q h h< − <  
定理 3.4 当存在C N∈ ，使得 30 C A

x x< < 时，系统(1.2)存在阶一周期解。 
证明：在相集 N 上取点 C，使得 30 C A

x x< < ，从点 C 出发的轨线与脉冲集 P 交于点 1C ，由于脉冲
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作用到达 1C+ ，从点 1C+ 出发的轨线与脉冲集 M 交于点 2C ，经过脉冲作用跳到 N 上于点 2C+ ，此时 2C+ 的

位置有以下三种情况：(a)：
1

CC
x x+ = ；(b)：

1
CC

x x+ < ；(c)：
1

CC
x x+ >  

具体证明方法与定理 3.3 类似，故省略。 
定理 3.5 当存在C N∈ ，使得 3 CA

mx x
aε

< < 时，系统存在至少两个阶一周期解 
证明：首先在脉冲集 P 上的阶一周期解，其证明过程与定理 3.1 类似，此处省略。 
接下来证明另外一个周期解，在点 3A 与点 1A 之间任取点C，使得从C点出发的轨线与于点P不相交，

则交 M 于点 1C 。由于脉冲作用交 N 于点 1C+ ，此时 1C+ 是 C 的后继点。由定义 2.1 可知，C 的后继函数为

( )
1

CC
F C x x+= − 。依据后继点的位置，可分为以下三种情况： 

(a)：若 ( )
1

0CC
F C x x+= − = (图 10)，即点 1C+ 与点 C 重合，则闭环 1CC C 为其阶一周期解。 

 

 
Figure 10. Track trend diagram with ( ) 0F C =  

图 10. 当 ( ) 0F C = 时轨线走向图 
 

(b)：若 ( )
1

0CC
F C x x+= − <  (图 11)，意味着 1C+ 跳到了 C 的左侧。即

11
CC

x x+ < 。从 1C+ 出发的轨线交

M 于点 2C ，经过脉冲作用交 N 于点 2C+ 。由于脉冲线互不相交，所以
2 1C C

x x+ +> ，故 ( )
2 1

1 0
C C

F C x x+ +
+ = − > 。

根据引理 1.3， ( ) ( )1 0F C F C+⋅ < ，所以系统(1.2)存在阶 1 周期解。 
 

 
Figure 11. Track trend diagram with ( ) 0F C <  

图 11. 当 ( ) 0F C < 时轨线走向图 
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Figure 12. Track trend diagram with ( ) 0F C >  

图 12. 当 ( ) 0F C > 时轨线走向图 
 

 (c)：若 ( )
1

0CC
F C x x+= − >  (图 12)，意味着 1C+ 跳到了 C 的右侧，即 

11
CC

x x+ > 。从 1C+ 出发的轨线

交 M 于点 2C ，经过脉冲作用交 N 于点 2C+ 。由于脉冲线互不相交，所以
2 1C C

x x+ +< ，故 ( )
2 1

1 0
C C

F C x x+ +
+ = − < 。

根据引理 1.3， ( ) ( )1 0F C F C+⋅ < ，所以系统(1.2)存在阶 1 周期解。 
证毕。 

4. 结论 

本文提出了一类具有异步控制的营养盐–浮游植物模型来研究浮游植物种群增长控制动力学性质。

充沛的营养物质是浮游植物水华暴发的主因之一。因此，首先设立预警值，当浮游植物种群密度达到预

警值时，通过控制营养物质的浓度来限制浮游植物的增长；其次，设立暴发临界值，当浮游植物种群密

度达到临界值时，同时控制其营养盐浓度，浮游植物种群密度。本文通过对模型分析，发现对浮游植物

种群增长的异步控制下能存在周期解。特别地，我们得到了阶一周期解存在的充分条件。 
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