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Abstract 

In this paper, we prove that the Cauchy numbers of the first and the second kind both are factorial 
moments of uniform random variable, and make use of the probabilistic methods and skills to the 
computation of combinatorial sums. As a result of the applications, some convolutions of the 
Cauchy numbers are obtained. 
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摘  要 

本文利用(0,1)区间上的均匀分布的阶乘矩，提出了第一类Cauchy数和第二类Cauchy数的概率表示。利

用概率论的方法和技巧，证明了包含第一类Cauchy数和第二类Cauchy数的一些递推关系和一部分有趣

的恒等式。最后证明了第一类Cauchy数和第二类Cauchy数的卷积公式。 
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1. 引言 

Comtet 提出了第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数[1]  

( )1

0
d ,n nc x x= ∫                                      (1) 

1

0
ˆ d .n nc x x= ∫                                      (2) 

这里 n 是一个非负整数。 ( ) ( ) ( )1 1nx x x x n= − − + 和 ( ) ( )1 1nx x x x n= + + − 分别称为下阶乘和上阶

乘。Merlini 等[2]利用 Riodan 矩阵的方法研究了 Cauchy 数的一些性质，并利用算子的方法，讨论了关于

Cauchy 数的几个求和公式。由于 Cauchy 数与特殊的组合数 Stirling 数、Bernoulli 数、Harmonic 数等有密

切关系，Cauchy 数引起了许多学者的研究兴趣[3] [4]。文献[5] [6]推广了 Cauchy 数，并研究了两类推广

的 Cauchy 数的一些恒等式。本文利用概率论的方法，给出了两类 Cauchy 数的概率表示，并利用概率论

技巧证明了包含两类 Cauchy 数的一些递推关系，最后证明了包含两类 Cauchy 数的卷积公式。 

2. 预备知识 

设随机变量 X 服从区间 ( )0,1 上的均匀分布，记作 ( )~ 0,1X U ，X 的密度函数 

( ) 1, 0 1.p x x= < <  

它的 n 阶下阶乘矩和 n 阶上阶乘矩为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
1 1 d 1 1 d ,nX x x x n p x x x x x n x

+∞

−∞
= − − + = − − +∫ ∫ E  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
1 1 d 1 1 d .nX x x x n p x x x x x n x

+∞

−∞
= + + − = + + −∫ ∫ E  

注意到第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数是区间 ( )0,1 上的均匀分布的 n 阶下阶乘矩和 n 阶上阶乘矩，

从而可以利用概率论的方法研究第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数的一些性质。 

为了叙述方便，在本文中记第一类无符号 Stirling 数和第二类 Stirling 数分别为
n
k
 
 
 

和
n
k
 
 
 

，分别定

义为 

( )
0 0

, .
n n

k n
kn

k n

n n
x x x x

k k= =

   
= =   

   
∑ ∑  

3. 主要结果 

定理 1 第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数的指数型生成函数的概率表示分别为 
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即 ( )n nc X= E ， ( ) ( )ˆ 1 n
n n nc X X= − − =E E 。这里随机变量 X 服从区间 ( )0,1 上的均匀分布。 

证明 设随机变量 X 服从区间 ( )0,1 上的均匀分布，则 
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定理 2 第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数与第一类无符号 Stirling 数和第二类 Stirling 数之间有如

下等式 
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证明 设随机变量 X 服从区间 ( )0,1 上的均匀分布，由下阶乘与幂函数的关系 
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另外，
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定理 3 第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数有递归关系 
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证明 设随机变量 X 服从区间 ( )0,1 上的均匀分布，1 − X 也服从区间 ( )0,1 上的均匀分布， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )
( )

0

1

11

1 1 11 1
! ! !

1 11 ˆ ˆ .
! ! 1 !

n
n

n k n k
k

n n

n nn n

X nc
X X

n kn n n

X n X c c
n n n

−
=

−

−−

−   
= = − = −   

   

− −
= − + − = +

−

∑E E E

E E

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0

0 0

1 1ˆ
1 1

! ! !

1 1! 1 .
! ! ! !

n n n
n

n k n k
k

n kn n

k kn k
k k

nc
X X

kn n n

n c c
n k n k k

−
=

−
= =

− −  
= − = − 

 

− −
= − =

−

∑

∑ ∑

E E
 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.97117


常桂松，徐晨 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.97117 990 应用数学进展 
 

定理 4 第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数满足卷积公式 
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证明 设 X1 与 X2 是相互独立且都服从区间 ( )0,1 上的均匀分布的两个随机变量，令 1 1 2T X X= + 与

2 1 2T X X= − ，利用随机变量的函数的分布关系，T1 与 T2 的密度函数分别为 
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另外，由两个均匀分布差的密度得 
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4. 结论 

由以上的结论可以看到，利用第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数的概率表示，可以得到第一类

Cauchy 数和第二类 Cauchy 数相关性质。另外，借助于概率论的技巧，得到第一类 Cauchy 数和第二类

Cauchy 数的卷积公式。这说明，利用概率工具可以研究第一类 Cauchy 数和第二类 Cauchy 数更多的性质
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和应用，可以研究广义 Cauchy 数的恒等式。 
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