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摘  要 

本文研究如下分数阶Schrödinger-Poisson系统 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )





1 3

2 3

,

, ,

ps

t

u V x u K x u Q x u u x R

K x u x R

−−∆ + + = ∈

−∆ = ∈

φ

φ
 

其中 ( ), 0,1s t ∈ ，2 2 3s t+ > ， ( )3,5p∈ 。在位势满足适当假设下，我们采用Nehari流形方法及结合形变

讨论证明了正束缚态解的存在性。 
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Abstract 
This paper is to deal with the following fractional Schrödinger-Poisson system 
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where ( ), 0,1s t ∈ , 2 2 3s t+ > , ( )3,5p∈ . Under some suitable assumptions for the potentials, we 
prove the existence of positive bound state solutions by using the Nehari manifold method com-
bining with the deformation argument. 
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1. 引言 

本文研究如下分数阶 Schrödinger-Poisson 系统 

( ) ( ) ( ) ( )
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                         (1) 

正束缚态解的存在性，其中 ( ), 0,1s t∈ ，2 2 3s t+ > ， ( )3,5p∈ ，位势 ( )V x ， ( )K x 和 ( )Q x 满足合适的假设。 
当 1s t= = 时，问题(1)退化为经典的 Schrodinger-Poisson 系统，其更一般的形式记为： 
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该系统出现在量子力学模型和半导体理论中[1] [2]，非线性项 ( ),f x u 表示粒子的相互作用， ( )K x uφ 表示

与电场的相互作用。 
近年来，对于 ( )V x ， ( )K x 和 ( ),f x u 的不同假设，很多学者对系统(2)进行了大量的研究，可参见[3] 

[4] [5]等。在文献[4]中，作者用热流法证明了当 1V K= ≡ ， uuf p 2−= 且 4 6p< < 时，系统(2)具有指定

变号次数的径向变号解。当 V 为非径向， 1K ≡ ， uuf p 2−= 时，在文献[3]和[5]中分别证明了 4 6p< < 和

3 4p< ≤ 时系统(2)存在基态解。 
我们记问题(1)的一般形式为 
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在文献[6]中，当 ( ) 0V x = ， ( ) 0K x λ= > 且 ( ),f x u 具有一般的临界或次临界非线性时，作者证明了

径向基态解的存在性。在文献[7]中，当 ( ) 1, pf x u u u−= ， ( )*2, 2 1sp∈ − 时，作者用 Nehari-Pohozaev 流形

方法证明了正基态解的存在性。在文献[8]中，作者研究了当 ( ) 1V x = ， ( ) ( )
*2 2 2, spf x u a x u u u u− −= + 时，
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系统(3)存在基态解和变号解。关于该系统的研究进展可参见[9] [10] [11] [12]等等。 
本文的目的是描述当系数 ( )V x ， ( )K x 和 ( )Q x 竞争时发生的一些现象。为了陈述我们的主要结果，令 

( ) ( ) ( ) ( ),V x V a x Q x Q b x∞ ∞= + = −  

其中 ( )a x 和 ( )b x 满足下面的假设： 
(H1) ( ) ( )2 3a x L R∈ ， ( ) 0a x ≥ ， ( ) 0a x ≡/ 且 ( )lim 0x a x→∞ = ； 
(H2) ( ) ( )3b x L R∞∈ ， ( )0 b x Q∞≤ < ， ( ) 0b x ≡/ 且 ( )lim 0x b x→∞ = ； 

(H3) ( ) ( ) ( )
6 2

3 34 2 3 2 1s t tK x L R L R+ − −∈ ∩ ， ( ) 0K x ≥ ， ( ) 0K x ≡/ 且存在 0 0R > 使得当 0x R≥ 时， 

( )
( )3 2

1 .
1

tK x
x

−≤
+

 

此时，问题(1)变为下面的形式： 
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就目前的文献来看，关于分数阶 Schrödinger-Poisson 系统(1)，在位势 ( )V x ， ( )K x 和 ( )Q x 满足上述

假设的条件下，其束缚态解的研究成果还不多见。本文的目的是推广文献[13]中的主要结果到非局部情形。

该推广是非平凡的，一方面由于 ( )s−∆ 的非局部性，使得文献[13]中的方法不能够直接使用。另一方面，

极限方程在无穷远的衰减性是多项式衰减的，而不是指数阶衰减，这会需要更加精细的估计。因此，本

文的研究结果更加具有一般性。 
下面陈述本文的主要结果： 
定理 1.1 假设条件(H1)~(H3)成立且 

(H4) ( )( )3

22 1 d
R

a x x x+ < +∞∫ ， ( )( )3

22 1 d
R

b x x x+ < +∞∫ 。则系统(1)存在正束缚态解。 

这篇论文的结构如下。在第 2 节，我们给出了工作空间和准备性引理。在第 3 节，我们给出了定理

1.1 的证明。 

2. 预备知识 

2.1. 工作空间 

定义分数阶 Sobolev 空间 ( ),2 3sD R 为： 
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接着引入 Hilbert 空间 ( )3sH R ，定义为： 

( ) ( ) ( )3

2
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∫  
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其上赋予内积 

( ) ( )3
2 2, d ,
s s

R
u v u v V uv x∞

 = −∆ −∆ + 
 ∫  
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  
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∫  

接着，我们介绍要使用到的符号： 
• 1 q≤ ≤ ∞， 3O R∈ 是一个可测集， ( )qL O 表示 Lebesgue 空间。当 O 是 3R 的可测子集时，用 ( )qL O⋅

表示 ( )qL O 的范数；当 3O R= 时，用
q⋅ 表示 ( )qL O 的范数。 

• ( )RB y 表示以 y 为中心 R 为半径的球；当 0y = 时，我们用 RB 来表示。 
• , , ,i ic C c C 表示不同的正常数。 

2.2. 准备性引理 

对任何固定的 ( )3su H R∈ ，定义泛函 ( ),2 3: t
uL D R R→ 为 

( ) ( )3
2 d ,u R

L v K x u v x= ∫  

注意到，当 324 ≥+ ts 时， ( )3sH R 嵌入 ( )
12

33 2tL R+ ，利用(H3)推得 
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因此， uL 是 ( ),2 3tD R 上的连续性泛函。应用 Lax-Milgram 定理，存在唯一的 ( ),2 3
,

t t
K u D Rφ ∈ 满足

( ) ( ) 2
,

t t
K u K x uφ−∆ = ，且 ,

t
K uφ 的表达式如下： 
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因此，系统(1)约化为分数阶 Schrödinger 方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3
, , .ps t s

K uu V x u K x u Q x u u u H Rφ −−∆ + + = ∈                       (5) 

对应于方程(5)的能量泛函定义为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3 3

2
12 22 ,

1 1 1d d d .
2 4 1

s pt
K uR R R

I u u V a x u x K x u x Q b x u x
p

φ +
∞ ∞= −∆ + + + − −

+∫ ∫ ∫  

显然， ( )( )1 3 ,sI C H R R∈ 并且其临界点是问题(5)的弱解。因此，为了找到系统(1)的解，我们只需找

到泛函 I 的临界点即可，事实上，如果 ( )3su H R∈ 是 I 的临界点，那么 ( ),, t
K uu φ 就是系统(1)的弱解。 

下面给出 ,
t
K uφ 的性质[8]。 

引理 2.1 对任意的 ( )3su H R∈ ，有 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99177


闫云霞 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99177 1512 应用数学进展 
 

(i) , 0t
K uφ ≥ ； 

(ii) 2
, , ,t t

K lu K ul l Rφ φ= ∀ ∈ ； 

(iii) ( )3

42
, d s

t
K u HR

K x u x c uφ ≤∫ 。 

证 (i)和(ii)是显然成立的，下面只需证明结论(iii)。由(H3)，Hölder 不等式和 Sobolev 嵌入定理有 

( ) ( ) 6 6 6
6 63 3 4 2 3,2 3 2 3 2

3 2 3 2

2
2 2 2 222, , , , , ,d d ,ss tt t t

t s

t
t t t t t t
K u K u K u K u K u K uL HR RD L L

L L

x K x u x K u C uφ φ φ φ φ φ+ − − −
− −

≤ = −∆ = ≤ ≤∫ ∫  

因此，由上式可得， 6
3 2

2
, st

t
K u HL

C uφ
−

≤ 。结论(iii)得证。 

类似于文献[14]中命题 2.2 的证明，不难证得如下结论： 
定理 2.2 设序列 nu 满足 ( )3s

nu H R⊂ ，如果在 ( )3sH R 中 nu 弱收敛于 u，那么 
(i) , ,n

t t
K u K uφ φ→ 在 ( ),2 3tD R 中； 

(ii) ( ) ( )3 3
2 2

, ,d d
n

t t
K u n K uR R

K x u x K x u xφ φ→∫ ∫ ； 

(iii) ( ) ( ) ( )3 3
3

, ,d d ,
n

t t s
K u n K uR R

K x u x K x u x H Rφ ϕ φ ϕ ϕ→ ∀ ∈∫ ∫ 。 

由于泛函 I 在 ( )3sH R 中既无上界也无下界，简单计算可知泛函 I 限制在 Nehari 流形 N 上有下界，其中 

( ) { } ( )[ ]{ }3: \ 0 : 0 .sN u H R I u u′= ∈ =  

显然，Nehari 流形 N 包含了泛函 I 的所有临界点，通常称极小化问题的极小元为极小能量解或基态解。 
根据标准的讨论，易证得 Nehari 流形 N 具有如下性质： 
引理 2.3 (i)存在正常数 0c > ，使得对于所有的 u N∈ ， 

1 0.pu c
+
≥ >  

(ii) N 是 1C 正则流行且微分同胚于 ( )3sH R 的球面。 
(iii) I 限制在 N 上有正下界。 
(iv) u 是 I 在 ( )3sH R 上的临界点当且仅当 u 是 I 限制在 Nehari 流形 N 上的临界点。 
下面考虑问题(5)对应的极限方程为： 

( ) 1 ,ps u V u Q u u−
∞ ∞−∆ + =                                    (7) 

其对应的能量泛函 ( ): sI H R R∞ → 定义如下 

( ) ( )3 3

2
122

1 1d d .
2 1

s p

R R
I u u V u x Q u x

p
+

∞ ∞ ∞= −∆ + −
+∫ ∫  

易证 ( )( )2 3 ,sI C H R R∞ ∈ ，并记泛函 I∞ 对应的 Nehari 流形为 

( ) { } ( )[ ]{ }3: \ 0 : 0 .sN u H R I u u∞ ∞′= ∈ =  

设 

( ): inf .
u N

m I u
∞

∞ ∞∈
=  

由文献[15]中的结果知，问题(7)存在唯一正基态解 ( )3sH Rω∈ ，满足 ( )lim 0
x

xω
→∞

= ，且存在 0c > 使得 

( )
( )

3
3 20 , .

1
s

cx x R
x

ω +< ≤ ∀ ∈
+

                                (8) 

对于 I∞ 的任一变号临界点，下面关系式成立： 
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( ) 2 .I u m∞ ∞≥                                          (9) 

现在，我们考虑约束极小化问题 ( ){ }: inf :m I u u N= ∈ 。我们发现最小能量 m 与 m∞之间的关系。 
引理 2.4 m m∞= 且 m 不可达。 
证 设 u N∈ ，则存在 0ut > 满足 ut u N∞∈ 。因此，易得 

( ) ( ) ( )3

2 1
2 1 d ,

2 1
s

p
pu u

u uH R

t t
I u I t u u Q u x I t u m

p

+
+

∞ ∞ ∞> ≥ − = ≥
+ ∫  

故 m m∞≥ 。 
下面我们要找到一组序列 ( )n n

u ， nu N∈ 满足 ( )lim nn
I u m∞→∞

= 。为此，我们考虑 ( )n n
y ， 3

ny R∈ ，且当

n →∞时， ny → +∞。设 ( )
nn n y n nu t t yω ω= = ⋅− ，其中 ( )nn yt t ω= 满足

nn n yu t Nω= ∈ ，那么 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

3 3

3 3

3 3

3 3

22 2
22

4 1 12
,

22 2
22

4 1
12

,

d d
2 2

d d
4 1

d d
2 2

d d .
4 1

n n

y n nn

yn

s
n n

n y yR Rn

p ptn n
K y yR R

s
n n

nR Rn

p
ptn n

n K nR R

t t
I u x V a x x

t t
K x x Q b x x

p

t t
x V a x y x

t t
K x y x Q b x y x

p

ω

ω

ω ω

φ ω ω

ω ω

φ ω ω

∞

+
+

∞

∞

+
+

∞

= −∆ + +

+ − −
+

= −∆ + + +

+ + − − +
+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

由 Lebesgue 控制收敛定理及假设(H1)~(H3)可推得 

( ) ( )3 3

12lim 0, lim 0p
n nR Rn n

a x y b x yω ω +

→∞ →∞
+ = + =∫ ∫  

( )3
2

,lim 0.t
n KRn

K x y ωφ ω
→∞

+ =∫  

结合
nn yt Nω ∈ ，推出1 nt c≤ ≤ ，其中 0c > 是一正常数。因此，由 ( )3,5p∈ 及 Nω ∞∈ ，有 1nt → ，从而

( )nI u m∞→ 。 
反证法。假设存在 v N∈ 满足 ( )I v m m∞= = 。显然，存在 0vκ > 满足 vv Nκ ∞∈ ，经计算得 

( )

( )

( ) ( )

3

2

2 2
,

1 1
2 1

1 1 1 1 d
2 1 4 1

.

s

s v

v v H

t
v K v vH R

v

m I v v
p

v K x v x
p p

I v I v m m

κ

κ κ

κ φ κ

κ

∞ ∞

∞

 
≤ = − + 

   
≤ − + −   + +   
≤ ≤ = =

∫  

这说明 1vκ = 且 ( )3

2
, d 0t

K vR
K x v xφ =∫ ，因此 v N∞∈ 且 ( )I v m∞ ∞= 。 

另一方面，由问题(7)的解的唯一性知，存在 3y R∈ ，对于每一个 3x R∈ ，满足 ( ) ( ) 0v x x yω= − > ，

也就是说 ( )3

2
, d 0t

K vR
K x v xφ >∫ ，矛盾。证毕。 

我们试图在 ( ), 2m m∞ ∞ 中找到一个高能量水平解，为此，需要下面的全局紧性引理来恢复 PS 序列的

紧性。 
引理 2.5 ([12]，引理 3.1)设 nu 是 I 限制在 N 上的 PS 序列，也就是说， 

( ) ( ), 0n nNI u c I u→ ∇ →  
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问题(5)的解为 u，子序列仍用 nu 表示，则 
要么在 ( )3sH R 中 nu u→ 成立； 
要么在 ( )3sH R 中 nu 弱收敛于 u，且存在整数 1k ≥ ，函数列 1, , ku u ，点击序列 }{ 3j

ny R⊂ ，1 j k≤ ≤ ，满足 
1) 当 n →∞， i j≠ 时， j

ny → +∞， i j
n ny y− → +∞； 

2) ( )
1

k
j j

n n
j

u u y u
=

− ⋅− →∑ ； 

3) ( ) ( ) ( )
1

k
j

n
j

I u I u I u∞
=

→ +∑ ； 

4) ju 是问题(7)的非平凡解。 

3. 定理 1.1 的证明 

下面我们采用拓扑方法来证明，当(5)没有基态解时，存在更高能量解。设 

( )( )
( )

( )( )1
1

1 d ,
0 B x

u x u y y
B

µ = ∫  

那么 ( ) ( )3u L Rµ ∞∈ 且在 ( )3sH R 中连续。令 

( ) ( )( ) ( )( )1ˆ max ,
2

u x u x u xµ µ
+

 = −  
 

易证 ( ) ( )3
0û x C R∈ 。定义 ( ) { }3 3: \ 0sH R Rβ → 如下： 

( ) ( )3
3

1

1 ˆ d .
ˆ R

u xu x x R
u

β = ∈∫  

因为 û 有紧支集，故 β 的定义有意义且具有以下性质： 
1) β 在 ( ) { }3 \ 0sH R 中连续； 
2) 若 u 是径向函数，则 ( ) 0uβ = ； 
3) 对于所有 0t ≠ ， ( )3su H R∈ ，有 ( ) ( )tu uβ β= ； 
4) 给定 3z R∈ ，设 ( ) ( )zu x u x z= − ，则 ( ) ( )zu u zβ β= + 。 
由引理 2.4 我们知道 m 不可达，借助重心映射 β ，我们加细 Nehari 流形，构造新的约束。为此，定

义极小化问题如下： 

( ) ( ){ }0 : inf : , 0 .B I u u N uβ= ∈ =  

显然， 0m m B∞= ≤ 且下面的严格不等式成立。 
类似于文献[14]中引理 3.3 的证明，我们可得： 
引理 3.1 0m m B∞= < 。 
引理 3.2 I 限制在 N 上在 ( ), 2m m∞ ∞ 中满足 PS 条件。 
证 设 nu 是 NI 的 PS 序列满足 ( ) ( ), 2nI u c m m∞ ∞→ ∈ 。由引理 2.5，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 .
k

j
n n n

j
c I u I u I uο ο∞

=

= + = + +∑  

I 的任一临界点 v 满足 ( )I v m m∞≥ = 。问题(7)的解 u 满足 ( )I u m∞ ∞≥ 。若 u 是变号解，则 ( ) 2I u m∞ ∞≥ 。

故{ }nu 在 ( )3sH R 中强收敛。证毕。 
令 3Rξ ∈ ， 1=ξ 且 { }3 : 2z R z ξ∑ = ∈ − = 。对于 0ρ > ， ( ) [ ], 0,1z ς ∈∑× ，定义 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99177


闫云霞 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99177 1515 应用数学进展 
 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3, : 1 1 , ,zz x x x x z x x Rρ ρ ρξψ ς ς ω ςω ς ω ρ ςω ρξ= − + = − − + − ∈  

其中ω 是问题(7)的一个正基态解。存在正数 [ ], , ,:z zρρ ς ψ ςκ κ= ， [ ], , ,:z zρρ ς ψ ςτ τ= 使得 

[ ] [ ] [ ] [ ], , , , ,, , , , , .z zz z N z z Nρ ρ ς ρ ρ ρ ς ρψ ς κ ψ ς ψ ς τ ψ ς∞ ∞= ∈ = ∈                    (10) 

类似于[16]中引理 4.4 的证明，易得如下结论： 
引理 3.3 对于所有 0ρ > ， 

[ ]
[ ]{ }0 0,1

: max , .B T I zρ ρψ ς
∑×

≤ =  

为了证明 2T mρ ∞< 我们做出以下估计。 
引理 3.4 ([17]，引理 A.1)设 0 s N< < 且 t s> ，那么 

( )

( )
( ) ( )
( )

1 ,
1 1 d 1 1 log 1 ,

1
1 .

N

s t

s N

N s tR
s N

C x t N

y C x x t N
x y y

C x t N

−

−

−
−

 + <
  ≤ + + + =  − + 

+ >

∫  

利用引理 3.4 以及假设(H3)，可得如下得估计： 
引理 3.5 对于 3Rς ∈ 且 1ς ≥ ， 

( ) ( )3
2

, d .t
KR

K x x
ρςω ρςφ ω ο ε=∫  

证 根据(8)、(H3)、引理 3.4， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

3 3 3

2 2

, 3 2 3 2 3 2 2 3 2

1 13 2 3 22 3 2 2 3 2
3 3

1 3 2 3 2 3 22 3 2
3

1d d d
1

1 1d d
1 1

1 1 1 1d
12 111
33

t
K t t t sR R R

t ts sy y

t t ts y

K y y K y y K y
x y y y

x y x y x y y
K y K y

y y
x y x yy y

K y
y

x y x y y

ρς

ρς
ω

ρ ρ

ρ

ω ω ρς
φ

ρς

ρς ρς

ρρ

− − − +

− −+ +≤ >

− − −+ ≤

−
= = ≤

− − − + −

= +
− −+ − + −

≤ +
− −  +  ++      

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )

( )
( )

1 2 3 2
3

1 3 2 3 2
3

d

d .
1

sy

t ty

y

K y CC y
x y x

ρ

ρ

ρς

ρς

+>

− −≤

−

 
 ≤ +
 − + − 

∫

∫

 

那么 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3

3 3

2
,

2
1 3 2 3 2
3

2 2
1 3 2 3 2
3

2 2
2 1 2 13 2 3 2
3 3 3 3

d

d d
1

d d d
1

d d d d

t
KR

t tR y

t tR y R

t tx y x y

K x x x x

K y CC K x x y x
x y x
K y CC K x x y x C K x x x

x y x

K y K y
C K x x y x K x x y x

x y x y

ρςω ρς

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ

φ ω

ω ρς
ρς

ω ρς ω ρς
ρς

ω ρς ω ρς

− −≤

− −≤

− −≤ ≤ > ≤

 
 ≤ − +
 − + − 

= − + −
− + −


= − + −

− −

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
2 23 2 3 2
3 3

d d .
1 1

t tx x

C CK x x x K x x x
x xρ ρ

ω ρς ω ρς
ρς ρς

− −≤ >






+ − + −
+ − + − 

∫ ∫
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下面利用 Hölder 不等式及(H3)可得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )

2
2 1 3 2
3 3

3 2
2 22 1

3 22 2
2 2 12 1 1 3 2

3 3 3

3 2
2

2
2 2
3

2 1
3 2 2 2

2 2 12
3

d d

1d d d

1 d d

1d

tx y

t
t

t
t

tx y y

t

x x y

t
t

t
x

K y
K x x y x

x y

C K x x K y y y x
x y

C K x x y x
x y

C K x x

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ

ω ρς

ω ρς

ω ρς

ρ

−≤ ≤

−

−
−

−
−≤ ≤ ≤

−

≤ − ≤

−
−

−
≤

−
−

 
     ≤ −     −    

 

 
 ≤ −
 − 

 
≤  

 

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2
2 2

3 2

2 2 3 2
3

3 2 3 2 3 2 3 2
2 2

6 4 6 4 3 4 22 3 2

d
1

1 1 .
1 111 11

33

t

t

sx

t t t t

s s s ts

x
x

C C C C

ρ ρς

ρ ρρ ρ
ρ ρρρ

−

−

+≤

− − − −

+ + + ++

 
  
  
  + −  

 

≤ = ≤ ≤
+ +   ++      

∫

 

当 ρ
3
2

>x ， ρ
3
1

≤y 时， ρ
3
1

>− yx ，下面利用(8)、(H3)、Hölder 不等式及引理 3.4，计算得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3

2
2 1 3 2
3 3

2

2 13 2
3 3

2 1
3 22 2

2 22 12 13 2
3 3

3 2 3 2 2 3 2
2

3 2
2

3 2 3 2 3 2
2

d d

d d
1
3

1 d d

1 1 1 d
1 1

1 1 1 .
11

tx y

tx y

t
t

t
t x y

t t sR

t

t t t

K y
K x x y x

x y
K x x

K y y x

C K x x x K y y

C x
x x

C C

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ω ρς

ω ρς

ρ

ω ρς ρ
ρ

ρςρ

ρ
ρρςρ

−> ≤

−> ≤

−
−

−
− > ≤

− − +

−

− − −

−
−

−
≤

 
 
 

 
≤ −  

 

≤
+ + −

≤ ≤
++

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

当 ρ
3
2

≤x 时， ρρς
3
1

≥−x ，从而， 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )

2

2 3 2
3

2 3 22 3 2
3

23 2 2 3 2
3

2 1
3 22 2

22 129 4 2 15 43 2

d
1

1 d
11

1 1 d
1 11 1
3 3

1 1d .
1 1

tx

tsx

t s x

t
t

t
s t x s t

K x x
x

x
K x

x
xx

C K x x

C K x x C

ρ

ρ

ρ

ρ

ω ρς

ρς

ρςρς

ρ ρ

ρ
ρ ρ

−≤

−+≤

− + ≤

−
−

−
+ − ≤ + −

−

+ −

≤
+ −+ −

≤
   + +      

 
≤ ≤ 

+   +

∫

∫

∫

∫
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又 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

2

2 3 2 3 2 3 22 3 2
3

1 1 1d d .
11 1 1

t t tsx R

K x x
x C x C

x x xρ

ω ρς

ρρς ρς
− − −+>

−
≤ ≤

++ − + + −
∫ ∫  

综上所述，记
1ε
ρ

= ，引理 3.5 得证。 

利用引理 3.5，很容易推得如下估计： 
引理 3.6 

( ) [ ] [ ] ( ) [ ]3
2

, , , d , 0,1 , .t
K zR

K x z x z
ρ ρψ ςφ ψ ς ο ε ς= ∀ ∈ ∈∑∫                       (11) 

根据假设(H4)，以及引理 3.4，可得如下估计： 
引理 3.7 

( ) ( )3 3d , d ,p p
z zR R

x xρξ ρ ρ ρξω ω ο ε ω ω ο ε= =∫ ∫                            (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )3 3 3
2 2 2d , d , , d ,zR R R

a x x o a x x o a x z x oρξ ρ ρω ε ω ε ψ ς ε= = =∫ ∫ ∫               (13) 

( ) [ ] ( )3

1
, d .

p

R
b x z x oρψ ς ε

+
=∫                                 (14) 

证 由(8)及引理 3.4 有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

3 3

3

3

3

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

d d

1 1 d
1 1

1 1 d
1 1

1 1 d
1

,
1 21

p p
zR R

s p sR

t p sR

t p sR

t t t

x x x z x

x
x z x

x
x z x

x
xx z

C C C

z

ρξ ρω ω ω ρξ ω ρ

ρ ρξ

ρ ρξ

ρξρξ ρ ξ

ρρρ ξ

+ +

− +

− +

− − −

= − −

≤
+ − + −

≤
+ − + −

≤
+ −− − −

≤ = ≤
++ −

∫ ∫

∫

∫

∫

 

类似于上面的证明，我们能得到 ( )3 dp
zR

xρ ρξω ω ο ε=∫ 。 

由(8)、引理 3.4、(H4)及 Hölder 不等式，可得 

( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( )( )( ) ( ) ( )

3 3

3

3 3

2 2

2 3 2

1
2 21

2 2
2 3 2

d d

11 d
1 1

11 d d
1 1

1 1 .
1

R R

sR

sR R

a x x a x x x

Ca x x x
x x

Ca x x x x
x x

C

ρξω ω ρξ

ρξ

ρξ

ρξ ρ

+

+

= −

≤ +
+ + −

    ≤ +   + + −   

≤ ≤
+

∫ ∫

∫

∫ ∫
 

同理可证 ( ) ( )3
2 dzR

a x x oρω ε=∫ 。 
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由 [ ],zρψ ς 的定义及上面的估算有： 

( ) [ ] ( ) ( )3 3
2 2 2, d 2 d .zR R

a x z x a x x oρ ρ ρξψ ς ω ω ε ≤ + = ∫ ∫  

最后类似于上面的证明，易证 ( ) [ ] ( )3

1
, d

p

R
b x z x oρψ ς ε

+
=∫ 。证毕。 

类似于[14]中引理 3.7 的证明过程，我们可以得到： 
引理 3.8 , ,zρ ςκ 和 , ,zρ ςτ 如(10)定义，则存在常数 C > 0 满足 

( ) [ ], ,0 , 0, , 0,1 ,z C zρ ςκ ρ ς< ≤ ∀ > ∀ ∈∑×                             (15) 

而且 

( ), , , , .z zρ ς ρ ςκ τ ο ε= +                                     (16) 

基于上面的估计，经计算我们得到下面的关键估计： 
引理 3.9 存在 0ρ 满足，对于 0ρ ρ> ， 

[ ]
[ ]( )

0,1
: max , 2 .T I z mρ ρψ ς ∞∑×
= <  

证 由引理 3.6、引理 3.7 及引理 3.8， 

[ ]( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] [ ]

[ ] ( )

[ ]
[ ]

( )

[ ]( )

3

3

2 2 2
, , , ,

4 2
, , , ,

2
, ,

1
2 1

2

1

1 1 1 1, , , d
2 1 2 1

1 1 , d
4 1

1 1 ,
2 1

,1 1
2 1 ,

,

s

s

s

z z RH

t
z K zR

z H

p
p

H

p

I z z a x z x
p p

K x z x
p

z
p

z

p z

I z

ρ

ρ ρ ς ρ ρ ς ρ

ρ ς ρψ ς

ρ ς ρ

ρ

ρ

ψ ς κ ψ ς κ ψ ς

κ φ ψ ς

τ ψ ς ο ε

ψ ς
ο ε

ψ ς

ψ ς

+
−

+

∞ ∞

   
= − + −   + +   

 
+ − + 
 

= − + + 

 
  = − +  +  

 
=

∫

∫

( ).ο ε+

            (17) 

因为 ρξω 是(7)的正解，故 

( ) 3, d : .s
p

z zRH
x Aρξ ρ ρξ ρ ρω ω ω ω= =∫  

直接计算可得 

[ ] [ ] [ ]( )
( ) ( )( )
( ) ( )

2

22 2

22 2

, , , ,

1 2 1 ,

1 2 1 .

s s

s s

s

H H

zH H

H

z z z

A

ρ ρ ρ

ρξ ρ

ρ

ψ ς ψ ς ψ ς

ς ς ω ς ς ω ω

ς ς ω ς ς

=

 = − + + + 
 = − + + + 

                     (18) 

根据文献[18]中的引理 2.1，对于 ,a b R+∈ 及 2p ≥ 有： 

( ) ( )( )1 1 1 1 .p p p p pa b a b p a b+ + ++ ≥ + + + +  

那么 

[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

1 1

1

11 1
1

, 1 d

1 1 1 1 .

p p
zRp

pp pp p
p

z x

p A

ρ ρ ρξ

ρ

ψ ς ς ω ςω

ς ς ω ς ς ς ς

+ +

+

++ +
+

 = − + 

   ≥ − + + + − + −   

∫
               (19) 
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当ς 或 ( )1 ς− 充分小时， [ ], ,zρψ ς∞ 趋于 ρξω 或 zρω 。那么，此时 [ ]( ), ,I z mρψ ς∞ ∞ ∞→ 。因此，存在 0δ > ，

当 { }min ,1ς ς δ− ≤ 时， 

[ ]( ), , 2 .I z mρψ ς∞ ∞ ∞<  

下面我们考虑 { }min ,1ς ς δ− > 时，由(18)和(19)知： 

[ ]
[ ]

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

22 2 2

2 2
11 111
1

2 2 22 22

2 1 2
1 1 1 11

1 11
1

1 2 1,

, 1 1 1 1

2 1
1

11

1 1 1 1
1

1

1

ss

s s

HH

pp pp pp
p

H H
p

p pp p ppp

p pp
p

Az

z p A

A

p A

ρρ

ρ
ρ

ρ

ρ

ς ς ω ς ςψ ς

ψ ς ς ς ω ς ς ς ς

ς ς

ς ςω ως ς

ω
ς ς ς ς ς ς

ς ς ω

ς

++ +++
+

+
+ + + ++

+ ++
+

 − + + − ≤
   − + + + − + −  

−
+

− +− +
= ⋅

  − + + − + −  + − + 
 

−
≤

( )( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2 22 22

2 1
1 1 1 1

1 11
1

2 1
1

1
.

2 1 11 1
1

s sH H
p p p

p p p p

p pp
p

A

A
A

ρ

ρ
ρ

ς ς

ς ςω ως

ω ς ς ς ςς ς ο
ς ς ω

+
+ + + +

+ ++
+

−
+

− ++
⋅

 − + − − + + +
− +

 

易证下面两个不等式： 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( )
( )

2 12
1

2 1 22 1
1 1 1

1 1 1 1
0 1 , 2 0 1 .

1 1
1

p pp
p

p p
p p p

ς ς ς ς ς ς ς ς
ς ς

ς ς ς ς
ς ς

−
+

+ +
+ + +

− − + − − +
< < < < ≤ ≤

− − +
− +

 

因此， 

[ ]( ) ( )

( )( )
( )

( )
( ) ( )( )
( )

( )

( )

( )( )

1
1

22 2

, 2 2
1 1 1 1

2 22

1 11
1

1
1

22 2

2 2
1 1 1 1

11 1,
2 1

1

2 1
1

1

2 1 1
1

1

11 1
2 1

1

1 12
2

s

s

s

p
p

H

p p p p

H
p p

p pp
p

p
p

H

p p p p

I z
p

A

A
A

p

ρ

ρ

ρ
ρ

ως ς
ψ ς

ω
ς ς

ς ς

ς ς ω

ς ς ς ς
ο

ς ς ω

ως ς

ω
ς ς

+
−

∞ ∞
+ + + +

+ ++
+

+
−

+ + + +

 
 − +  ≤ − +   

− + 
 

−
+

− +
×

− + −
+ +

− +

 
 − +  ≤ − +   

− + 
 

< − 1

1 2 .
1

p
p m

p
ω +

∞+

 
= + 

 

引理 3.10 存在 1 0ρ > 满足 
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[ ]( ){ } 0 1: max ,0 : , .A I z z Bρ ρψ ρ ρ= ∈∑ < ∀ >                           (20) 

根据 ρψ 的定义和引理 3.1 易证上述结果，在此忽略其证明过程。 
定理 1.1 的证明： 
由引理 2.4 我们知道 m m∞= 且 m 不可达，并且该问题不能通过极小化来解决。因此，我们将通过形

变论证来证明系统(1)存在比 m∞能量更高的正解。 
对于任意 c R∈ ，定义 ( ){ }:cI u N I c c= ∈ ≤ 。 
根据引理 3.3，引理 3.9 和引理 3.10 得到下列不等式： 

{ }0 0 12 , max , .m A B T mρ ρ ρ ρ ρ∞ ∞< < ≤ < ∀ >  

下面证明限制在 N 上的 I 在水平 *
0 ,c B Tρ ∈  上存在 PS 序列。如果已征得该断言成立，则根据引理

3.2 知，存在非平凡临界点 u 且 ( ) 2I u m∞< 。 
反证法。假设 0 ,B Tρ   内不存在 PS 序列。根据形变引理，存在 0δ > 和连续映射 0: T BI Iρ δη −→ ，对

于 0Bu I δ−∈ ，有 0B Aρδ− > 且 ( )u uη = 。 
定义映射 [ ] 3: 0,1H R∑× → 为 ( ) [ ], ,H z zρς β η ψ ς=   。由引理 3.10 知 [ ] 0,0 A Bz I Iρ δ

ρψ −⊂ ⊂ 。因此

[ ]( ) [ ],0 ,0z zρ ρη ψ ψ= ，从而 [ ] [ ]( ),0 ,0z z zρ ρβ η ψ β ψ ρ= =  。定义 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ] 3, , , 1 , : 0,1 0,1h t z tG z t H z Rς ς ς= + − ×∑× → ，其中 ( ) ( ), 1G z zς ςρξ ς ρ= + − 。显然，对于 

[ ]0,1t∈ ，z∈∑有 [ ] ( ]( )0,1 0,1h C∈ ×∑× 。于是 ( ), ,0 0h t z zρ= ≠ ，也就是说 ( ]( )( )0 , 0,1h t∉ ∂ ∑× 。因此，

存在 ( ) ( ], 0,1z ς ∈∑× 满足 

[ ], 0.zρβ η ψ ς =                                       (21) 

由引理 3.3 得 [ ], Tz I ρ
ρψ ς ∈ ，再根据η的性质，得到 

[ ] [ ] [ ]0, , , 0,1 .Bz I zδη ψ ς ς−∈ ∀ ∈∑×                              (22) 

显然， [ ],z Nη ψ ς ∈ ， [ ] [ ], 0,1z ς∀ ∈∑× ，特别地， [ ],z Nη ψ ς ∈ 。结合 (21)和 0B 的定义，易知

[ ]( ) 0,I z Bη ψ ς ≥ ，与(22)矛盾。 
设

Tu I ρ∈ 是我们找到的临界点满足 ( ) 2I u m∞< 。下证 u 是正函数即不是变号函数。反证法，假设

u u u+ −= + 且 0u± ≠ 。类似于[19]中定理 1.2 的证明，我们推出，存在 0 1ut
+< < 和 0 1ut

−< < 满足 ut u N± ± ∈ 。

因此，利用引理 2.4 及上面的事实，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 .u u u um m I t u I t u I t u t u I u u I u+ + − − + + − − + −
∞ = ≤ + ≤ + < + =  

这与 ( ) 2I u m∞< 相矛盾。证毕。 
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