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摘  要 

为了研究一类不含三角形，但具有任意大色数的图类时，Mycielski介绍了一种图变换μ(G)，称为图G的
Mycielskian图。对于任意正整数m，图G的广义Mycielskian图μm(G)是图G的Mycielskian图的一种自然

推广。在本文中，我们研究了(广义) Mycielskian图的与匹配相关的一些性质，包括正则性、分数完美匹

配的存在性和完美2-匹配的存在性。 
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Abstract 
In order to study triangle-free graphs with arbitrarily large chromatic number, Mycielski intro-
duced a graph transformation that transforms a graph G into a new graph μ(G), which is called the 
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Mycielskian of G. The generalized Mycielskian graph μm(G) is natural generalized of Mycielskian of 
G, where m is any positive integer. In this paper, we proved some properties of (generalized) My-
cielskian of graph G related to matchings, such as regularizability, the existence of fractional per-
fect matchings and perfect 2-matchings. 
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1. 引言 

为了寻找一类不含三角形但具有任意大色数的图类，Mycielski 在 1955 年引入了一种新的图变换，

称为 Mycielskian 图[1]。令 G 是一个图，顶点集 { }1 2, , , nV v v v=  。图 G 的 Mycielskian 图记为 ( )Gµ ，它

的顶点集为 { } { }0 1 0 0 1 1
1 1, , , , , ,n nV V u v v v v u=    ，边集为 ( ){ } { }0 1 0 1 0 0 1, :i j j i i j iv v v v v v E G v u∈  ，1 ,i j n≤ ≤ 。

Mycielskian 图有许多与色临界性、连通性、色数和分数色数等有关的有趣性质。首先 Mycielski 构造的图

( )Gµ 满足 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 1G G G Gω µ ω χ µ χ= = + ，这里 ( ) ( ),G Gω χ 分别代表图 G 的团数和色数。同年

Larsen 等人[2]推广了 Mycielski 的结果，证明了 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )max 2, ,  1G G G Gω µ ω χ µ χ= = + 。同时他 

们还研究了 Mycielskian 图的分数色数，证明了 ( )( ) ( ) ( )
1

f f
f

G G
G

χ µ χ
χ

= + ，其中 ( )f Gχ 代表图 G 的分 

数色数。1998 年 Fisher 等人给出了 Mycielskian 图的团数、邻接矩阵、二部拆分数、直径、packing 数和

控制数[3]。 
对于一个简单连通图 G，它的迭代 Mycielskian 图 ( )k Gµ 定义为 ( )0 G Gµ = ，并且对于任意 1k ≥ ，都

有 ( ) ( )( )1k kG Gµµ µ −= ，如图 1 为 K2 和它的一次以及二次迭代 Mycielskian 图。Chang 等人[4]在 1999 年

研究了迭代 Mycielskian 图的循环色数。2005 年 Došlić 研究了迭代 Mycielskian 图的因子临界性、正则性

以及完美 2-匹配的存在性[5]。 
 

 
Figure 1. The graph K2, μ1(K2) and μ2(K2) 
图 1. 图 K2，μ1(K2)和 μ2(K2) 
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广义 Mycielskian 图是 Mycielskian 图的一个自然推广。对于任意一个正整数 ( )1m m ≥ ，图 G 的广义 
Mycielskian 图记为 ( )m Gµ 。它的顶点集为 { }0 1 2 mV V V V u     ，其中 { }0 0:i i

j jV v v V= ∈ 是 0V 的第

i 个不同的拷贝，这里 1,2, ,i m=  。 ( )m Gµ 的边集为 { }( ) { }' '
10 1 0 0 0

0
: :m i i m m m

j j j ji j j
E v v v v E v u v V− +

=
∈ ∈ 



，

1,2, ,j n= 
。如图 2 为 4C 和 ( )4Cµ 以及 ( )2 4Cµ 。我们定义 ( )0 Gµ 是由图 G 增加一个全局点 u 而得到的 

图。显然， ( )1 Gµ 就是所谓的图 G 的 Mycielskian 图。关于广义 Mycielskian 图的很多基本性质已经有了

明确的结果。2003 年 Lam 等人[6]完全确定了完全图 nK 的广义 Mycielskian 图的循环色数。Lam 等人[7]
在 2006 年研究了广义 Mycielskian 图的循环团数、全控制数、开 packing 数、分数开 packing 数、点覆盖

数、行列式、谱和双团划分数等。 
 

 
Figure 2. 4C , ( )4Cµ  and ( )2 4Cµ  

图 2. 4C 和 ( )4Cµ 以及 ( )2 4Cµ  
 

一个图 G 的分数匹配就是给图 G 中的每条边赋权值 [ ], 0,1w w∈ ，使得图 G 中与每个点相关联的边的

权值之和不超过 1，若图 G 中的每个点相关联的边的权值之和恰好等于 1，则称图 G 具有分数完美匹配

[4]。一个图 G 的 2-匹配就是给图 G 中每条边赋权值 { }, 0,1, 2q q∈ ，使得与每个点相关联的边的权值之和

不超过 2，若图 G 中的每个点相关联的边权值之和恰好为 2，则称图 G 具有完美 2-匹配[3]。 
目前有关(广义) Mycielskian 图的结果已经有很多。本文在前人研究的基础上，主要研究了 ( )m Gµ 和

( )k Gµ 的正则性、分数完美匹配的存在性以及完美 2-匹配的存在性，并给出了具体的赋值方式。 

2. 主要结论 

定理 1. 令图 G 是一个具有分数完美匹配的图，那么 ( )m Gµ 也是一个具有分数完美匹配的图。 
证明. 我们在原图中选择一条具有最大权值 ( )1 2a a ≥ 的边 k le v v= ，我们构造如下 ( )m Gµ 的一个分

数完美匹配(如图 3 所示)。 
情形 1：当 m 为偶数时，给以下 e 的生成边 { }1 1, , ,m m q q q q

k l k l l kv u v u v v v v+ +  (q 为偶数)赋值 1/2；给

{ }1 1, , ,p p p p m m
i j j i i jv v v v v u v u+ +  (p 为偶数)赋值 0；给以下 e 的生成边{ }0 0 1 1, ,q q q q

k l k l l kv v v v v v+ +  (q 为奇数)赋值 1 2a − ；

最后给以下 i jv v 的生成边{ }1 1 0 0, ,p p p p
i j j i i jv v v v v v+ +  (p 为奇数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。 

情形 2：当 m 为奇数时，给以下 e 的生成边{ }0 0 1 1, , , ,m m q q q q
k l k l k l l kv u v u v v v v v v+ +  (q 为奇数)赋值 1/2；给

{ }0 0 1 1, , , ,p p p p m m
i j i j j i i jv v v v v v v u v u+ +  (p为奇数)赋值 0；给以下 e的生成边{ }1 1,q q q q

k l l kv v v v+ +  (q为偶数)赋值 1 2a − ；

最后给以下 i jv v 的生成边{ }1 1,p p p p
i j j iv v v v+ +  (p 为偶数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。 
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Figure 3. Fractional perfect matchings of the graph G, μ(G) and μ2(G) 
图 3. 图 G，μ(G)和 μ2(G)的分数完美匹配 

 

根据广义 Mycielskian 图的定义， ( )1 Gµ 就是 Mycielskian 图，根据定理 1 可知若图 G 具有分数完美

匹配，则 ( )1 Gµ 也具有分数完美匹配。故有如下结论： 
推论 2. 令图 G 是一个具有分数完美匹配的图，那么 ( ) ( )1k G kµ ≥ 也是一个具有分数完美匹配的图。 
本文第二作者证明了，若原图 G 是哈密尔顿图，则 µ 也是一个哈密尔顿图[8]。事实上，若一个图是 

哈密尔顿图，则 G 一定有哈密尔顿圈，只需给哈密尔顿圈上的每一条边赋权值为
1
2
，其余边赋权值为 0， 

这样的赋权自然是一个图 G 的分数完美匹配。 
推论 3. 若图 G 是一个具有分数完美匹配的哈密尔顿图，那么 ( )m Gµ 也是一个具有分数完美匹配的

哈密尔顿图。 
定理 4. 若图 G 具有完美 2-匹配，那么 ( )m Gµ 也具有完美 2-匹配。 
证明. 令 F 是图 G 的一个完美 2-匹配。我们根据 F 中边的权值的不同分如下两种情形构造 ( )m Gµ 的

一个完美 2-匹配 F ′： 
情形 1：若 F 至少包含一条边 k le v v= 的权值为 2，根据 m 的奇偶性，我们构造如下 ( )m Gµ 的一个完

美 2-匹配 F ′ (如图 4 所示)：当 m 为偶数时，给以下 e 的生成边{ }0 0 1 1, , , ,m m q q q q
k l k l k l l kv u v u v v v v v v+ + 赋权值为 1；

给{ }1 1, , ,p p p p m m
i j j i i jv v v v v u v u+ + (p 为偶数)赋权值为 0；最后给以下 i jv v 的生成边{ }1 1 0 0, ,p p p p

i j j i i jv v v v v v+ + (p 为奇数)
的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。当 m 为奇数时，给以下 e 的生成边{ }0 0 1 1, , , ,m m q q q q

k l k l k l l kv u v u v v v v v v+ + 赋权值

为 1；给{ }1 1 0 0, , , ,p p p p m m
i j j i i j i jv v v v v v v u v u+ + (p 为奇数)赋权值为 0；最后给以下 i jv v 的生成边{ }1 1,p p p p

i j j iv v v v+ + (p
为偶数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。通过这种方式，对于 F 中的任何奇圈，在 F ′中都会有一个和它

相对应的偶圈，对于 F 中的任何偶圈，在 F ′中都会有一对相同长度的偶圈与之对应。因此 F ′是 ( )m Gµ 的

一个完美 2-匹配。 
情形 2：若F 中没有权值为 2 的边，取一个权值为 1 的边 k le v v= 。根据 m 的奇偶性，我们构造如下 ( )m Gµ

的一个完美 2-匹配 F ′ (如图 5 所示)：当 m 为偶数时，给以下 e 的生成边{ }1 1, , ,m m q q q q
k l k l l kv u v u v v v v+ +  (q 为偶数)

赋权值为 1；给{ }1 1,p p p p
i j j iv v v v+ +  (p 为偶数)，{ }1 1 0 0, , , ,m m q q q q

i j k l l k k lv u v u v v v v v v+ +  (q 为奇数)赋权值为 0；最后给以

下 i jv v 的生成边{ }1 1 0 0, ,p p p p
i j j i i jv v v v v v+ +  (p 为奇数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。当 m 为奇数时，给以下 e

的生成边{ }0 0 1 1, , , ,m m q q q q
k l k l k l l kv u v u v v v v v v+ +  (q 为奇数)赋权值为 1；给{ }1 1 0 0 1 1, , , , , ,q q q q m m p p p p

k l l k i j i j i j j iv v v v v v v u v u v v v v+ + + +  
(p 为奇数，q 为偶数)赋权值为 0；最后给以下 i jv v 的生成边{ }1 1,p p p p

i j j iv v v v+ +  (p 为偶数)的赋值与原图中 i jv v 的

权值相同。 
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Figure 4. (Case 1) The perfect 2-matchings of the original graph G, μ2(G) and μ3(G) 
图 4. (情形 1)原图 G，μ2(G)和 μ3(G)的完美 2-匹配 

 

 
Figure 5. (Case 2) The perfect 2-matchings of the original graph G, μ2(G) and μ3(G) 
图 5. (情形 2)原图 G，μ2(G)和 μ3(G)的完美 2-匹配 
 

如果图 G 是一个哈密尔顿图，只需给图 G 的一个哈密尔顿圈上的所有边赋权值为 1，其余边赋权值

为 0，这种赋值自然是图 G 的一个完美 2-匹配。因此，类似与推论 3，我们有如下结果： 
推论 5. 若图 G 是一个具有完美 2-匹配的哈密尔顿图，那么 ( )m Gµ 也是一个具有完美 2-匹配的哈密

尔顿图。 
具有完美 2-匹配的图与具有正则性的图相关，正则性是广义 Mycielskian 图结构所保留的另一个与匹

配相关的性质。一个图 G 称为是可正则化的，若图 G 的每条边用一些非空的平行边代替之后，所得的图

是一个正则图[9]。 
引理6. 一个图是可正则化的当且仅当图G的每条边e都存在一个完美2-匹配，其中e的权值为1或2 [9]。 
定理 7. 若图 G 是可正则化的，那么 ( )m Gµ 也是可正则化的。 
证明. 根据引理 6，为了得到 ( )m Gµ 的正则性，我们只需证明对于 ( )m Gµ 的每条边 e，存在一个权值

为 1 或者 2 的完美 2-匹配。 
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情形 1：若图 G 存在一个完美 2-匹配 F 使得 ( )k le v v E G= ∈ 的权值为 2，我们构造如下 ( )m Gµ 的一

个完美 2-匹配 F ′：给所有由 e 生成的边赋权值为 1，当拷贝偶次时：给{ }1 1, , ,p p p p m m
i j j i i jv v v v v u v u+ +  (p 为偶

数)赋权值为 0；给以下 i jv v 的生成边{ }1 1 0 0, ,p p p p
i j j i i jv v v v v v+ +  (p 为奇数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。当

拷贝奇次时，给所有由 e 生成的边赋权值为 1，给{ }1 1 0 0, , , ,p p p p m m
i j j i i j i jv v v v v v v u v u+ +  (p 为奇数)赋权值为 0；

给以下 i jv v 的生成边{ }1 1,p p p p
i j j iv v v v+ +  (p 为偶数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。 

情况 2：若图 G 存在一个完美 2-匹配 F 使得 ( )k le v v E G= ∈ 的权值为 1，我们构造如下 ( )m Gµ 的一

个完美 2-匹配 F ′：当 m 是偶数时，给以下 e 的生成边{ }1 1, , ,m m q q q q
k l k l l kv u v u v v v v+ +  (q 为偶数)赋权值为 1；给

{ }1 1,p p p p
i j j iv v v v+ +  (p 为偶数)，{ }1 1 0 0, , , ,m m q q q q

i j k l l k k lv u v u v v v v v v+ +  (q 为奇数)赋权值为 0；给以下 i jv v 的生成边

{ }1 1 0 0, ,p p p p
i j j i i jv v v v v v+ +  (p 为奇数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相同。当 m 是奇数时，给以下 e 的生成边

{ }0 0 1 1, , , ,m m q q q q
k l k l k l l kv u v u v v v v v v+ +  (q 为奇数)赋权值为 1；给{ }1 1 0 0 1 1, , , , , ,q q q q m m p p p p

k l l k i j i j i j j iv v v v v v v u v u v v v v+ + + +  (p 为奇

数，q 为偶数)赋权值为 0；给以下 i jv v 的生成边{ }1 1,p p p p
i j j iv v v v+ +  (p 为偶数)的赋值与原图中 i jv v 的权值相

同。这就证明了对于 ( )m Gµ 的每条边 e，存在一个权值为 1 或者 2 的完美 2-匹配。 
如果图 G 的每条边都包含在某个完美匹配中，那么称图 G 是 1-可扩的。下面给出 1-可扩图的广义

Mycielskian 图的正则性的结果。 
推论 8. 若 G 是 1-可扩图，那么 ( )m Gµ 是可正则化的。 
证明. 通过给图 G 中的某个完美匹配赋权值为 2，我们可以得到一个完美 2-匹配，这就说明每个完美

匹配也是一个完美 2-匹配。根据引理 6 可知图 G 是可正则化的，再根据定理 7 可知 ( )m Gµ 是可正则化的。 
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