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摘  要 

边修正Szeged指标 ( )eSz G∗ 的定义是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2 2
  
  
  

∑ 0 0
e u ve uv E G

m e m e
Sz G m e m e∗

= ∈
= + + ，其中 ( )um e

和 ( )vm e 分别是到u的距离比到v的距离近的边的个数和到v的距离比到u的距离近的边的个数， ( )0m e 是

到u和v距离相等的边数。在本文中，我们得到了连通三圈图的修正边Szeged指标的上界，并且刻画了这

些图达到上界的极值。 
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Abstract 

The edge revised Szeged index ( )eSz G∗  is defined as 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2 2
  
  
  

∑ 0 0
e u ve uv E G

m e m e
Sz G m e m e∗

= ∈
= + + , where ( )um e  and ( )vm e  are, respectively, 

the number of edges of G lying closer to vertex u than to vertex v and the number of edges of G ly-
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ing closer to vertex v than to vertex u, and ( )0m e  is the number of edges equidistant to u and v. In 
this paper, we give an upper bound of the edge revised Szeged index for a connected tricyclic 
graphs, and also characterize those graphs that achieve the upper bound. 
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1. 引言 

本文中所考虑的图都是简单、无向图。文章中的术语和符号请参考[1]。令 mC 是 m 条边的圈，G 是

一个顶点集为 ( )V G ，边集为 ( )E G 的连通图。对 ( ),u v V G∈ ， ( ),d u v 是 u 和 v 之间的距离。G 的 Wiener
指标的定义为 

( ) ( )
{ } ( ),

,G
u v V G

W G d u v
⊆

= ∑ . 

这一拓扑指标在数学文献中已得到广泛应用，可见[2] [3]。令 e uv= 是 G 的一条边，则有如下三个集

合： 

( ) ( ) ( ){ }: , ,uN e w V d u w d v w= ∈ < ; 

( ) ( ) ( ){ }: , ,vN e w V d v w d u w= ∈ < ; 

( ) ( ) ( ){ }0 : , ,N e w V d u w d v w= ∈ = . 

因此， ( ) ( ) ( ){ }0, ,u vN e N e N e 是关于 e 的一个顶点的划分。 ( )uN e ， ( )vN e ， ( )0N e 的点的个数分别

被记为 ( )un e ， ( )vn e ， ( )0n e 。显然，如果 n 是图 G 的顶点数，则有 ( ) ( ) ( )0u vn e n e n e n+ + = 。在文章[4]
中得到了一个 Wiener 指标已知性质的公式如下： 

( ) ( ) ( )
( )

u v
e uv E T

W T n e n e
= ∈

= ∑ . 

这个公式只适用于树 T，使用上面的公式 Gutman [5]引入了一个名为 Szeged 指标的图的不变量作为

Wiener 指标的拓展并且被定义为 

( ) ( ) ( )
( )

u v
e uv E G

Sz G n e n e
= ∈

= ∑ . 

Randdić [6]观察到，Szeged 指标没有考虑到从一条边的端点到另一条边的距离相等的顶点的贡献，

所以他构想出了一个改良版的 Szeged 指标，叫做修正 Szeged 指标，连通图 G 的修正 Szeged 指标定义为 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0* ( )
2 2u v

e uv E G

n e n e
Sz G n e n e

= ∈

  
= + +  

  
∑ . 

在[7]-[12]中介绍了这些拓扑指数的一些性质和应用。 
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给定一条边 ( )e uv E G= ∈ ，边 e 到顶点 x 之间的距离，用 ( ),d e x 表示，定义为 

( ) ( ) ( ){ }, min , , ,d e x d u x d v x= . 

类似地，集合 ( )0M e ， ( )uM e 和 ( )vM e 被定义为与 u 和 v 等距的边的集合，到顶点 u 的距离小于到

顶点 v 的距离的边的集合，以及到顶点 v 的距离小于 u 的边的集合。 ( )0M e ， ( )uM e 和 ( )vM e 的边数分

别用 ( )0m e ， ( )um e 和 ( )0m e 表示。显然，如果 m 是图 G 的边数，那么 ( ) ( ) ( )0u vm e m e m e m+ + = 。G 的

边 Szeged 指标[13]和边修正 Szeged 指标[14]的定义如下： 

( ) ( ) ( )
( )

e u v
e uv E G

Sz G m e m e
= ∈

= ∑ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0*

2 2e u v
e uv E G

m e m e
Sz G m e m e

= ∈

  
= + +  

  
∑ . 

边 Szeged 指标的结果可以在[15] [16] [17]中找到。Dong 等人在中[14]确定了边修正 Szeged 指标最大

和最小的 n 个顶点的单圈图。在[18]中，Liu 和 Chen 给出了一个连通双圈图的边修正 Szeged 指标的上界，

并且描述了那些达到上界的图。在本文中，我们给出了连通三圈图的边修正 Szeged 指标的一个上界，并

对达到上界的图进行了刻画。 

定理 1.1 设 G 是一个 37m ≥ 条边的连通三圈图。则有 

( )

3

*
3

32 ,
4

40 ,
4

e

m m
Sz G

m m

 −
≤ 

−


是偶数

是奇数
 

当且仅当 mG F≅ 时等号成立(如图 1)。 
 

 

        m 是偶数                                 m 是奇数 

Figure 1. The graph for Theorem 1.1 
图 1. 定理 1.1 

2. 主要结论 

很容易验证 

( )

3

*
3

32 ,
4

40 ,
4

e m

m m
Sz F

m m

 −
= 

−


是偶数

是奇数
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即 mF 满足定理 1.1 的等式。 
因此，对于任何大小为 m 的连通三圈图 mG ，除了 mF 之外， ( ) ( )* *

e m e mSz G Sz F< 。使用

( ) ( ) ( )0u vm e m e m e m+ + = 这个式子，我们有 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

0 0*

22

2 2

2 2

4

e u v
e uv E G

u v v u

e uv E G

u v

e uv E G

m e m e
Sz G m e m e

m m e m e m m e m e

m m e m e

= ∈

= ∈

= ∈

  
= + +  

  
+ − + −  

=   
  

− −
=

∑

∑

∑

 

则可以得到 

( ) ( ) ( )( )
( )

3
2* 1

4 4e u v
e uv E G

mSz G m e m e
= ∈

= − −∑                        (1) 

我们分三种情况来证明定理 1.1。首先，我们考虑至少有一条悬挂边的连通三圈图，然后考虑没有悬

挂边但是有一个割点的连通三圈图，最后考虑 2-连通的三圈图。 

2.1. 至少有一条悬挂边的三圈图 

引理 2.1 设 mG 是一个至少有一条悬挂边的 10m ≥ 条边的三圈图。则 

( ) ( )* *
e m e mSz G Sz F< . 

证明 设 e xy′ = 是图 G 的一条悬挂边并且 ( ) 1d y = 。当 10m ≥ 时，有 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )22 21 40u v x y
e uv E G

m e m e m e m e m
= ∈

′ ′− ≥ − = − >∑ . 

联立等式(1)，证毕。 

2.2. 没有悬挂边但是有一个割点的三圈图 

引理 2.2 设 mG 是一个没有悬挂边但是有一个割点的 10m ≥ 条边的三圈图。则 

( ) ( )* *
e m e mSz G Sz F< . 

证明 假设 u 是一个割点。G 是由一个双圈图 B 和一个圈 C 组成的且 ( ) ( ) { }V B V C u= 。显然

( ) 5E B ≥ 。 
如果 C 是偶圈，对于 C 中的每条边 e，则有 ( ) ( ) ( ) ( )u vm e m e m E C E B− = − = 。因此 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) 22 2 24 5 40u v u v
e uv E G e uv E C

m e m e m e m e E C E B
= ∈ = ∈

− ≥ − ≥ ⋅ ≥ × >∑ ∑ . 

如果 C 是奇圈，对于 C 中除了 xy 使得 ( ) ( ), ,d u x d u y= 的每条边 e，则有 

( ) ( ) ( ) ( )u vm e m e m E C E B− = − = 。因此 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) 22 2 21 2 5 40u v u v
e uv E G e uv E C

m e m e m e m e E C E B
= ∈ = ∈

− ≥ − ≥ − ⋅ > × >∑ ∑ . 

联立等式(1)，证毕。 
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2.3. 2-连通的三圈图 

在本节中 ( ) 2Gκ ≥ ，它必须是(图 2)中描述的图形之一。字母 , , ,a b f 表示度大于 2 的顶点之间对应路

的长度。为了简单起见，我们将这些路径分别称为 ( ) ( ) ( ), , ,P a P b P f 。在下面的引语中，我们将图 2 中

的这四个图分别称为 1Θ 、 2Θ 、 3Θ 和 4Θ 。 
 

 
Figure 2. Four cases for 2-connected tricyclic graphs 
图 2. 2-连通三圈图的四种情况 

 
引理 2.3 设 mG 是由路 ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 , 4P P P P 组成的 1Θ 图，且 ( )e uv E G= ∈ 。则有 ( ) ( ) 1u vm e m e− ≤ ，

当且仅当 e 是 ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 , 4P P P P 四条路中奇长路上最中间的那条边。 
证明 假设 ( )( )1 4e uv P i i= ∈ ≤ ≤ ，则关于 ( )uN e 和 ( )vN e 有以下三种讨论。 
情形 1 x, y 属于不同的集合。我们得到 

( ) ( ) 2u v i im e m e b a− = − , 

其中 ia (或 ib )是 x(或 y)到边 e 的距离。 
假设 ( ) ( ),u vx N e y N e∈ ∈ 。则在 ( )P i 上 ( )uM e 中的边比 ( )vM e 上的边多 i ia b− 条，但在 ( )( )P j j i≠

上 ( )uM e 中的边比 ( )vM e 上的边多 i ib a− 条，因此 ( ) ( ) ( ) ( )3 2u v i i i i i im e m e b a a b b a− = − + − = − 。 
情形 2 x, y 属于相同的集合。我们得到 

( ) ( ) ( )u vm e m e E G g− = − , 

其中 g 是包含边 e 的最短圈 G 的长度。 
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假 设 ( ), ux y N e∈ 。 因 此 所 有 ( )jP j i≠ 上 的 边 都 属 于 ( )uM e 。 由 此 ( ) 1
2v

gM e − =   
， 且

( ) ( )1
2u

gM e E G g− = + −  
，所以 ( ) ( ) ( )u vm e m e E G g− = − 。 

情形 3 x, y 其中一个在 ( )0N e 中。我们得到 

( ) ( ) 2u vm e m e a− ≥ , 

当且仅当有三条路 ( )1 4iP i≤ ≤ 的长为 a 时等号成立，其中 a 是四条路 ( )1 4iP i≤ ≤ 中的最短路。 
注意到，假设 ( ) ( )0,ux N e y N e∈ ∈ 。则包含 e 的最短圈 C 是奇圈。设 ( )j j jz P P C∈ ⊄ 是离 e 最远的

点使得 ( )0jz N e∈ 。所以 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , 2u v j jj jm e m e d x z a d y z a− = ≥ + ≥∑ ∑ . 

由上可知，在 case 2 中 ( ) ( ) 4u vm e m e− ≥ ，在 case3 中 ( ) ( ) 2u vm e m e− ≥ 。因此当且仅当 ,x y 在不同

的集合中时 ( ) ( ) 1u vm e m e− ≤ ，并且当 e 在奇长路 ( )1 4iP i≤ ≤ 的最中间时， 0i ib a− = 。 
引理 2.4 若 mG 是 12m ≥ 条边的 1Θ 图(见图 2)，则有 

( ) ( )* *
e m e mSz G Sz F< . 

证明 不失一般性，假设 a b c d≤ ≤ ≤ 。 
如果 a b c d= = = ，则 3a ≥ 。先考虑 x 和 y 的八条邻边，令 e xz= 是它们其中一条，由引理 2.3 的情 

形 1，有 ( ) ( ) 4x zm e m e− ≥ 。所以 ( ) ( )( )( )
2 28 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。否则，考虑边 ( )1xx P d∈ ，令

C 是包含 1xx 的最短圈。若 ( )1xy N xx∈ ，则由引理 2.3 情形 2，有 ( ) ( )
1x xm e m e m C− ≥ − 。相同的，对

( )1yy P d∈ ，有 ( ) ( )
1y ym e m e m C− ≥ − 。 

若 5m C− ≥ ，有 ( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

若 4m C− ≥ , 4b c+ = , 2a ≤ 。因为 12, 6m d≥ ≥ ，所以考虑在 ( )P d 上 ,x y 到 ie 的距离不超过 1 的 

四条边 ( )1 4ie i≤ ≤ ，则有 ( ) ( ) 4u vm e m e− = ，所以 ( ) ( )( )( )
2 24 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

若 3m C− ≤ ，不成立。 
若 ( )

0 1xy N xx∈ ，则 1d a= + 。由 12, 3m a≥ ≥ ，则由引理 2.3 情形 3， 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 6x x y ym e m e m e m e a− = − ≥ ≥ 。同样的，当 ( )1yy P d∈ 时， ( ) ( )
1

6y ym e m e− ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 22 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

联立等式(1)，证毕。 

引理 2.5 若 mG 是 12m ≥ 条边的 2Θ 图(见图 2)，则有 

( ) ( )* *
e m e mSz G Sz F< . 

证明 不失一般性，假设 ,d b e c≥ ≥ 。为了完成接下来的证明，我们考虑下面四种情况。 
情形 1 2d b≥ + 。 
先考虑 ( )1 1,xx yy P d∈ 这两条边，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,
, .x x y y

a c e b a c
m e m e m e m e

b e b a c
+ + ≤ +

− = − =  + ≥ +
 

由此可得 
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1x x y ym e m e m e m e a c e− = − ≥ + + 。由于 3, 4c e a c e+ ≥ + + ≥ 。若 5a c e+ + ≥ 。则 

( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

若 4a c e+ + = ，则 1, 1, 2a c e= = = 。若 3b ≥ ，有 b a c≥ + ，则有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

5x x y ym e m e m e m e− = − ≥ ， 

所以 ( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

若 2b = ，有 6d ≥ .然后考虑一下边 ( )xx P e′∈ ， ( ) ( ) 6x xm e m e′− ≥ ，则有 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

情形 2 1, 1d b e c= + = + 。 
情形 2.1 1a c b+ − ≥ 。 
先考虑 ( )1xx P c∈ ， ( )2xx P e∈ 。 ( ) ( )

1
1 2x xm e m e d e− ≥ − + − 。 

( ) ( )
2

, ,
, .x x

c d c a b
m e m e

b d c a d
+ ≥ +

− =  + ≤ +
 

由此可得 ( ) ( )
2

2 1x xm e m e d b b− ≥ + = + ，所以 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2

2 2 225 2 2 1x x x xm e m e m e m e b e be− + − > + − + + . 

若 3b ≥ 或 7e ≥ ， ( ) ( )( )( )
2

40u ve uv E G m e m e
= ∈

− >∑ 。 

若 2, 6b e≤ ≤ ，则考虑 ( )xx P d′∈ 。 

若 1b = ， ( ) ( ) 6x xm e m e′− ≥ ，则 ( ) ( )( )( )
2 210 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ 。 

若 2b = ， ( ) ( ) 5x xm e m e′− ≥ ，则 ( ) ( )( )( )
2 229 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ 。 

情形 2.2 1b a c≥ + + 。 

先考虑 ( )1xx P b∈ ， ( )2xx P d∈ 。由 1b a c≥ + + ，则 ( ) ( )
1

1x xm e m e b e− = + − ， ( ) ( )
2x xm e m e b e− = + ，

所以 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 2 21u ve uv E G m e m e b e b e
= ∈

− = + − + +∑ 。 

若 3b ≥ 或 4e ≥ ， ( ) ( )( )( )
2

40u ve uv E G m e m e
= ∈

− >∑ 。 

若 2, 3b e≤ ≤ ，不成立，因为 1b a c≥ + + 。 
情形 2.3 b a c= + 。 
考虑 ( )1xx P e∈ ，有 ( ) ( )

1
1 2x xm e m e d b b− = − + = 。 

若 4b ≥ ，则有 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1

22 28 40u v x xe uv E G m e m e m e m e
= ∈

− ≥ − ≥ >∑ 。 

若 3b = ，则考虑边 ( )xx P d′∈ ，可以得到 ( ) ( ) 5x xm e m e a c e′− = + + ≥ ，则有 

( ) ( )( )( )
2 2 26 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ 。 

若 2b = ，则有 1, 2, 3a c e d− − = = ，由于 12m ≥ ，所以不成立。 
情形 3 1, 2d b e c= + = ≥ 。 
情形 3.1 1a c b+ − ≥ 。 
先考虑 ( )1xx P c∈ 和 ( )2xx P e∈ ，有 
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( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1x x x xm e m e m e m e d c− = − ≥ − + − . 

由于 2, 2, 4d c d c≥ ≥ + ≥ ，若 7d c+ ≥ ，有 

( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ . 

当 4 6d c≤ + ≤ 时，考虑边 ( )xx P d′∈ 。 
若 3, 3d c= = ，则 2, 3, 1b e a= = ≥ ， ( ) ( ) 6x xm e m e′− ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 4, 2d c= = ，则 3, 2, 2b e a= = ≥ ， ( ) ( ) 5x xm e m e′− ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 2, 4d c= = ，则 1, 4, 1b e a= = ≥ ， ( ) ( ) 6x xm e m e′− ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 3, 2d c= = ，则 2, 3b e a= = ≥ ， ( ) ( ) 5x xm e m e′− ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 3 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 2, 3d c= = ，则 1, 3, 3b e a= = ≥ ， ( ) ( ) 6x xm e m e′− ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 3 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 2, 2d c= = ，则 1, 2, 5b e a= = ≥ ， ( ) ( ) 6x xm e m e′− ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 2 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

情形 3.2 1b a c≥ + − 。 
考虑 ( )1xx P c∈ ，由 1b a c≥ + − ，有 ( )

1 1xy N xx∈ 。令 u 是 ( )P d 上最远的点使得 ( )1xu N xx∈ ，u′是
u 的邻点但是它不在集合 ( )1xN xx 中，如果圈 ( ) ( ) ( )P d P c P a  是偶圈，则有 ( ) ( ), , 1d u x d u y a c′= + + − ，

即 ( ) ( ), , 1d u x d u y a c′− = + − 。如果圈 ( ) ( ) ( )P d P c P a  是奇圈，则有 ( ) ( ), 1 , 1d u x d u y a c′+ = + + − ，

即 ( ) ( ), 1 , 1d u x d u y a c′+ − = + − 。所以 ( ) ( )
1

1 1 2 2x xm e m e e a c a c− = − + + − = + − 。相同的，对于边

( )2xx P e∈ 有 ( ) ( )
2

2 2x xm e m e a c− = + − 。 
由于 2, 2 5c a c≥ + ≥ 。如果 2 7a c+ ≥ ，则 

( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ . 

若 2 6a c+ = ，即 2a c e= = = ，有 3b ≥ 。然后考虑 ( )xx P d′∈ ， ( ) ( ) 5x xm e m e b e′− = + ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 2 5a c+ = ，即 1, 2a c e= = = ，有 3b ≥ 。然后考虑 ( )xx P d′∈ ， ( ) ( ) 5x xm e m e b e′− = + ≥ ，所以 

( ) ( )( )( )
2 2 22 3 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 
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情形 4 ,d b e c= = 。 
情形 4.1 2d b e c= = = ≥ 。 
考虑边 ( )1xx P e∈ ，有 ( ) ( )

1
1 2 1x xm e m e c d e− = − + = − 。对于 x 的其他三条邻边也是一样的。 

如果 3e ≥ ，则 ( ) ( )( )( )
2 24 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

如果 2e = ，然后考虑 ( )P a 上的边 ,yy zz′ ′， ( ) ( ) ( ) ( ) 1 3y y z zm e m e m e m e d′ ′− = − ≥ + ≥ 。 

所以 ( ) ( )( )( )
2 26 3 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

情形 4.2 2d b e c= > = ≥ 。 
考虑边 ( )1xx P b∈ ， ( ) ( )

1
1x xm e m e d e− = − + 。同样对于 ( )2xx P d∈ ， ( ) ( )

2
1x xm e m e d e− = − + 。 

若 6d e+ ≥ ，则有 ( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

若 5d e+ = ，即 3, 2d e= = 。然后考虑 ( )xx P c′∈ ， ( ) ( ) 1 4x xm e m e e d′− ≥ − + = 。则有 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ 。 

联立等式(1)，证毕。 

引理 2.6 若 mG 是 12m ≥ 条边的 3Θ 图(见图 2)，则有， 

( ) ( )* *
e m e mSz G Sz F< . 

证明 不失一般性，假设 ,f d e c≥ ≥ ，为了完成证明，我们考虑以下四种情况。 
情形 1 2e c≥ + 。 
考虑边 ( )1 1,ww yy P e∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,
, .w w y y

a b d f c a b d
m e m e m e m e

c f c a b d
+ + + ≤ + +

− = − =  + ≥ + +
 

由此可得 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1w w y ym e m e m e m e a b d f− = − ≥ + + + 。因为 3d f+ ≥ ，所以 5a b d f+ + + ≥ ，则

有 ( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

情形 2 1, 1e c f d= + = + 。 
情形 2.1 1a c b d+ − ≥ + 。 
先考虑 ( )1yy P c∈ ， ( )2yy P e∈ 。 ( ) ( )

1
2 1 1y ym e m e e f c d− ≥ − + − = + − 。 

( ) ( )
2

, ,
, .y y

b d f c a b d
m e m e

c f c a b d
+ + ≤ + +

− =  + ≥ + +
 

由此可得 ( ) ( )
2

2 1y ym e m e d b f b d− ≥ + + = + + ，所以 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 2 21 2 1u ve uv E G m e m e c d b d
= ∈

− ≥ + − + + +∑ . 

若 4b ≥ 或 5c ≥ 或 3d ≥ ，则 ( ) ( )( )( )
2

40u ve uv E G m e m e
= ∈

− >∑ 。 

若 3, 4, 2b c d≤ ≤ ≤ ，则考虑 ( ) ( ),ww P e zz P f′ ′∈ ∈ 。 
若 2d = ，有 ( ) ( ) 4w wm e m e′− ≥ ， ( ) ( ) 4z zm e m e′− ≥ 则 

( ) ( )( )( )
2 2 2 22 3 2 3 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + + + >∑ . 

若 1d = ，有 ( ) ( ) 3w wm e m e′− ≥ ， ( ) ( ) 5z zm e m e′− ≥ 则 
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( ) ( )( )( )
2 2 2 22 2 2 3 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + + + >∑ . 

情形 2.2 1a c b d+ ≤ + − 。 
这部分的证明和 Subcase 2.1 的过程类似的。 

情形 2.3 a c b d+ = + 。 

先考虑 ( )1yy P e∈ ， ( )1xx P f∈ 。 ( ) ( )
1

1y ym e m e b d f− ≥ + + − 。 ( ) ( )
1

1x xm e m e a c e− = + + − 。

( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 2 22u ve uv E G m e m e a c d a c
= ∈

− ≥ + + + +∑ 。 

若 3a ≥ 或 2c ≥ 或 3d ≥ ， ( ) ( )( )( )
2

40u ve uv E G m e m e
= ∈

− >∑ 。 

若 2, 1, 3a c d≤ ≤ ≤ ，不成立，因为 12m ≥ 。 
情形 3 1a d b c+ − ≥ + 。 
情形 3.1 1a d b c+ − ≥ + 。 
先考虑 ( )1zz P d∈ ， ( ) ( )

1
1 1 1z zm e m e e f c d− ≥ − + − = + − 。同样的，对于 ( )2zz P f∈ ，有 

( ) ( )
2

1z zm e m e c d− = + − 。 
因为 2d ≥ ，否则 G 就不说简单图，所以 3c d+ ≥ 。 

若 6c d+ ≥ ，则 ( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

若 5c d+ = ，有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

4z z z zm e m e m e m e− = − ≥ ，然后考虑边 ( )ww P e′∈ 。 
若 1, 4c d= = ，有 ( ) ( ) 5w wm e m e′− ≥ ，则 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 2, 3c d= = ，有 ( ) ( ) 5w wm e m e′− ≥ ，则 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 3, 2c d= = ，有 ( ) ( ) 5w wm e m e′− ≥ ，则 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + >∑ . 

若 4c d+ = ，有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

3z z z zm e m e m e m e− = − ≥ ，则考虑边 ( ),ww yy P e′ ′∈ . 
若 1, 3c d= = ，有 ( ) ( ) 4w wm e m e′− ≥ ， ( ) ( ) 4y ym e m e′− ≥ 则 

( ) ( )( )( )
2 2 22 3 2 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + × >∑ . 

若 2, 2c d= = ，有 ( ) ( ) 4w wm e m e′− ≥ ， ( ) ( ) 5y ym e m e′− ≥ 则 

( ) ( )( )( )
2 2 2 22 3 4 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + + >∑ . 

若 3c d+ = ，即 1, 2c d= = 有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2z z z zm e m e m e m e− = − ≥ ，则考虑边 ( ),ww yy P e′ ′∈ 。有

( ) ( ) 5w wm e m e′− ≥ ， ( ) ( ) 5y ym e m e′− ≥ ，于是 

( ) ( )( )( )
2 2 22 2 2 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + × >∑ . 

情形 3.2 a d b c+ ≤ + 。 
先考虑边 ( )1ww P e∈ ，有 

( ) ( )
1

, ,
, .w w

a d f c a b d
m e m e

c f c a b d
+ + ≤ + +

− =  + ≥ + +
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于是， ( ) ( )
1

2 5w wm e m e a d f a d− ≥ + + = + ≥ 。 

若 2 7a d+ ≥ ，则 ( ) ( )( )( )
2 27 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ >∑ 。 

若 2 6a d+ = ，即 2, 2a d= = 。然后考虑边 ( )yy P e′∈ 。有 ( ) ( ) 4y ym e m e′− ≥ ，则 

( ) ( )( )( )
2 2 26 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ 。 

若 2 5a d+ = ，即 1, 2a d= = 。然后考虑边 ( )yy P e′∈ 。有 ( ) ( ) 4y ym e m e′− ≥ ，则 

( ) ( )( )( )
2 2 25 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ 。 

情形 4 ,d f e c= = 。 
先设 a b≤ 。 
情形 4.1 2c e d f= > = ≥ 。 
先考虑 ( )1ww P e∈ ， ( ) ( )

1
1w wm e m e f c− ≥ + − 。同样的，对于 ( )2ww P c∈  

有 ( ) ( )
2

1w wm e m e f c− = + − 。 

由 3c ≥ 且 2f ≥ ，有 5c f+ ≥ 。若 6c f+ ≥ ，有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

5w w w wm e m e m e m e− = − ≥ ，则 

( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ . 

若 5c f+ = ，即 3, 2c f= = 。有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

4w w w wm e m e m e m e− = − = 。 

若 b a> ，则考虑边 ( ) ( )1 2,xx P d xx P f∈ ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

3x x x xm e m e m e m e− = − ≥ 。则 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 2 3 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + × >∑ . 

若 b a= ，则考虑路 ( )P d 和 ( )P f 上的四条边， ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 1 2
i ix x z xm e m e m e m e i− = − = ≤ ≤ 。则 

( ) ( )( )( )
2 2 22 4 4 2 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + × >∑ . 

情形 4.2 3c e d f= = = ≥ 。 

先考虑 ( )1ww P e∈ ， ( )2ww P c∈ ， ( )1xx P d∈ ， ( )2xx P f∈ 这四条边。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 4 1 2
i iw w x xm e m e m e m e f c c i− = − ≥ − + − = − ≥ ≤ ≤ ， 

则 ( ) ( )( )( )
2 24 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ . 

情形 4.3 2c e d f= = = = 。 

若 3b a≥ + ， 考 虑 ( )1ww P e∈ ， ( )2ww P c∈ ， ( )1xx P d∈ ， ( )2xx P f∈ 这 四 条 边 。

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 2
i iw w x xm e m e m e m e f c i− = − ≥ + − = ≤ ≤ 。然后考虑 ( )P b 上的两条边 1 1,yy zz ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 2
i iw w x xm e m e m e m e f c i− = − ≥ + − = ≤ ≤ 。 

则 ( ) ( )( )( )
2 2 24 3 2 2 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × + × >∑ 。 

若 2b a= + ，则 m 是偶数，我们只需证明 ( ) ( )( )( )
2

32u ve uv E G m e m e
= ∈

− >∑ 。先考虑 ( )1ww P e∈ ，

( )2ww P c∈ ， ( )1xx P d∈ ， ( )2xx P f∈ 这四条边。 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 2
i iw w x xm e m e m e m e f c i− = − ≥ + − = ≤ ≤ 。

则 ( ) ( )( )( )
2

32u ve uv E G m e m e
= ∈

− >∑ 。 

若 1b a= + ，则我们得到的图是 m 是奇数时的 mF 。如果 b a= ，则我们得到的图是 m 是偶数时的 mF  
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联立等式(1)，证毕。 
引理 2.7 若 mG 是 37m ≥ 条边的 4Θ 图(见图 2)，则有， 

( ) ( )* *
e m e mSz G Sz F< . 

证明 不失一般性，假设 { }max , , , , ,a a b c d e f= 。因为 37m ≥ ，所以 7a ≥ .考虑边 ( )1ww P a∈ 。由 a 的

选择可知 ( ) ( )1, ,d z w d z w≤ ，所以 ( )1wz N ww∈ 或 ( )0 1z N ww∈ 。当且仅当 a c b d= ≤ + 且 1e = 时 

( )0 1z N ww∈ 。对于 y 我们可以得到同样的结果.。下面，令 C 是包含 1ww 的最短圈。当
1

2
C

a
+

> 时，

( )1wx N ww∈ ；当
1

2
C

a
+

= 时， ( )0 1x N ww∈ ；当
1

2
C

a
+

< 时， ( )
1 1wx N ww∈ 。 

情形 1 
1

2
C

a
+

> 。 

因为 ( )1wx N ww∈ ，可以得到 ( )1, wy z N ww∈ 。则有 ( ) ( )
1w wm e m e m C− = − 。同样的，对于 ( )1xx P a∈ ，

有 ( ) ( )
1x xm e m e m C− = − 。 

若 5m C− ≥ ，有 ( ) ( )( )( )
2 22 5 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ 。 

若 4m C− = ，且 C 是由 ( )P a ， ( )P f 和 ( )P b 组成， 4, 3e c d f b+ + = + ≤ 。由 37m ≥ ，有 30a ≥ 。

下面考虑 ( )P a 上的四条边 ( )1 4ie i≤ ≤ 使得 ie 到 x 或 w 的距离不超过 1，则有 ( ) ( ) 4u i v im e m e− = ，所以 

( ) ( )( )( )
2 24 4 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ . 

若 4m C− = ，且 C 是由 ( )P a ， ( )P f ， ( )P d 和 ( )P c 组成，若 3b ≥ ，则 ( ) ( ) ( )P a P c P e  是包

含边 1ww 的最短圈，矛盾。因此 2b = ，这种情况和 C 由 ( )P a ， ( )P f ， ( )P b 组成的证明是一样的。 
若 3m C− = ，且 C 是由 ( )P a ， ( )P f ，和 ( )P b 组成， 3, 2e c d f b+ + = + = 。由 37m ≥ ，有 32a ≥ 。

下面考虑 ( )P a 上的六条边 ( )1 6ie i≤ ≤ 使得 ie 到 x 或 w 的距离不超过 2，则有 ( ) ( ) 3u i v im e m e− = ，所以 

( ) ( )( )( )
2 26 3 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ × >∑ . 

若 3m C− = ，且 C 是由 ( )P a ， ( )P f ， ( )P d 和 ( )P c 组成，若 2, 1b e= = ，则 ( ) ( ) ( )P a P c P e  是

包含边 1ww 的最短圈，若 1, 2b e= = ，则圈 ( ) ( ) ( )P a P b P f  比圈 ( ) ( ) ( ) ( )P a P f P d P c   的长度更

短，矛盾。 
若 2m C− = ，不成立。 

情形 2 
1

2
C

a
+

= 。 

情形 2.1 C 由 ( )P a ， ( )P f ， ( )P d 和 ( )P c 组成。 
在这种情况下 ( )1, wy z N ww∈ 且 b d c≥ + 。令 u 是 ( )P e 上最远的点使得 ( )1wu N ww∈ ， u′是 u 的邻

点但是它不在集合 ( )1wN ww 中，如果圈 ( ) ( ) ( )P a P c P e  是偶圈，则有 ( ) ( ), , 1d u z c d u x a′+ = + − ，即

( ) ( ), , 1d u z d u x a c′= + − − 。如果圈 ( ) ( ) ( )P a P c P e  是奇圈，则有 ( ) ( ), 1 , 1d u z c d u x a′+ + = + − ，即

( ) ( ), 1 , 1d u z d u x a c′+ = + − − 。所以 ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , 1 7w wm e m e d u z b d u x a c b a′− = + ≥ + − − + ≥ ≥ 。所以 

( ) ( )( )( )
2 27 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ >∑ . 

情形 2.2 C 由 ( )P a ， ( )P f 和 ( )P b 组成。 
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在这种情况下 ( )1wy N ww∈ 且 b d c≤ + 。 
若 ( )0 1z N ww∈ ，则有 a c b d= ≤ + 且 1e = 。因为 ( )0 1xz M ww∈ ，所以 ( ) ( )

1
7w wm e m e c− ≥ ≥ ，因此 

( ) ( )( )( )
2 27 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ >∑ . 

若 ( )1wz N ww∈ ，与 Subcase 2.1 相类似的，令 u 是 ( )P e 上最远的点使得 ( )1wu N ww∈ ，u′是 u 的邻

点但是它不在集合 ( )1wN ww 中，则有 

( ) ( )
1, ,

,
1, .

a c c b d
d u z

a b d c b d
− − ≤ +≥  − + − ≥ +

 

于是有 ( ) ( )
1

1 7w wm e m e d c a a− ≥ + + − ≥ ≥ ，因此 

( ) ( )( )( )
2 27 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ >∑ . 

情形 3 
1

2
C

a
+

< 。 

情形 3.1 ( )0 1,y z N ww∈ 。 
在这种情况下， , 1a b c e f= = = = ，则 ( ) ( )

1
1 6w wm e m e c e a− = − ≥ − ≥ 。然后考虑边 ( )xx P a′∈ ，则

( ) ( ) ( ), ,x x xy N xx z N xx w N xx′′ ′ ′∈ ∈ ∈ ，在圈 C 上只有一条边在集合 ( )xM xx′ ′ 中，其它边都在集合 ( )xM xx′
中，所以 ( ) ( ) 1 1 6x xm e m e c e′− = − − + ≥ ，因此 

( ) ( )( )( )
2 2 26 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ . 

情形 3.2 ,y z 其中有一个在集合 ( )1wN ww 中。 
在这种情况下，我们可以得到 

( ) ( )
1

1, ,
1 , .w w

a d b c d
m e m e

a c b b c d
+ − ≤ +

− ≥  − − + ≥ +
 

则有 ( ) ( )
1

1 7w wm e m e a d a− ≥ + − ≥ ≥ 。因此 

( ) ( )( )( )
2 27 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ >∑ . 

情形 3.3 ,y z 其中有一个在集合 ( )0 1N ww 中。 
首先假设 ( )0 1z N ww∈ ，则 , 1a c b d e= ≤ + = 。 
若 ( )z V C∉ ， ( ) ( ) ( )C P a P f P b=   。则有 ( ) ( )

1
1 6w wm e m e a− ≥ − ≥ ， ( ) ( )

1
1 6x xm e m e a− ≥ − ≥ ，

因此 

( ) ( )( )( )
2 2 26 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ . 

若 ( )z V C∈ ， ( ) ( ) ( )C P a P e P c=   。否则 ( ) ( ) ( ) ( )C P a P f P d P c=    ，因为 ( )0 1z N ww∈ ，所

以 ( )
1 1wy N ww∈ ，矛盾。令 u 是 ( )P f 上最远的点使得 ( )1wu N ww∈ ， u′是 u 的邻点但是它不在集合

( )1wN ww 中 ， 如 果 圈 ( ) ( ) ( )P a P f P b  是 偶 圈 ， 则 有 ( ) ( ), , 1d u y b d u x a′+ = + − ， 即

( ) ( ), , 1d u y d u x a b′− + − − 。如果圈 ( ) ( ) ( )P a P f P b  是奇圈，则有 ( ) ( ), 1 , 1d u y b d u x a′+ + = + − ，即

( ) ( ), 1 , 1d u y d u x a b′+ − = − − 。 
( ) ( )

1
1 1 6w wm e m e b a b a− ≥ + − − ≥ − ≥ 。然后考虑 ( )P a 上的边 xx′ 。在这种情况下我们可以得到

( ) ( ),x xw N xx z N xx′ ′ ′∈ ∈ 。 如 果 ( )xy N xx′∈ ， 则 有 ( ) ( ) 1 7x xm e m e a f f d a′− ≥ − − + + ≥ ≥ 。 所 以
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( ) ( )( )( )
2 2 26 7 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ 。如果 ( )0y N xx′∈ ，即 , 1f a b= = 。则有 ( ) ( ) 1 6x xm e m e a′− ≥ − ≥ ，

所以 

( ) ( )( )( )
2 2 26 6 40u ve uv E G m e m e

= ∈
− ≥ + >∑ . 

联立等式(1)，证毕。 
从引理 2.1，2.2，2.4，2.5，2.6，2.7，我们证明了定理 1.1。 

注：事实上，当 25m ≥ 时，定理 1.1 也可以被证明，不过这需要更多的一些细节。 
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