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摘  要 

基于高中数学对矩阵的要求，从知识层面与思想层面对矩阵进行挖掘，使矩阵更好地融入高中数学。 
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Abstract 
Based on the demand of high school on math matrix, digging matrix from the knowledge level and 
ideological level makes matric better in high school mathematics. 
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1. 引言 

由于江苏高考试卷题型的相对固定，特别是附加题第一题，对于矩阵板块的考察相对集中在二阶矩

阵的特征值、特征向量、逆矩阵、矩阵运算以及坐标变换几块内容。 

例 1、(2015 年江苏高考)已知 ,x y R∈ ，向量
1
1

 
=  − 

α 是矩阵
1
0

x
A

y
 

=  
 

的属于特征值−2 的一个特征 

向量，求矩阵 A 以及它的一个特征向量。 

例 2、(2016 年江苏高考)已知矩阵
1 2
0 2

A  
=  − 

，矩阵 B 的逆矩阵 1
11
2

0 2
B−

 − =
 
 

，求矩阵 AB。 

例 3、(2017 年江苏高考)已知矩阵
0 1
1 0

A  
=  
 

，
1 0
0 2

B  
=  
 

。 

(1) 求 AB； 

(2) 若曲线
2 2

1 : 1
8 2
x yC + = 在矩阵 AB 对应的变换作用下得到另一曲线 C2，求 C2 的方程。 

例 4、(2018 年江苏高考)已知矩阵
2 3
1 2

A  
=  
 

。 

(1) 求 A 的逆矩阵 1A− ； 
(2) 若点 P 在矩阵 A 对应的变换作用下得到点 ( )3,1P′ ，求点 P 的坐标。 

例 5、(2019 年江苏高考)已知矩阵
3 1
2 2

A  
=  
 

。 

(1) 求 A2。 
(2) 求矩阵 A 的特征值。 
从最近五年就可以看出高考对矩阵的考察都集中在二阶矩阵的层面上，而矩阵模块属于选修课程，

要求相对简单。《普通高中数学课程标准》[1]根据学生自身志趣将其分为 A、B、C、D、E 五类，分别

是有志于学习数理类、有志于学习经济或社会类、有志于学习人文类、有志于学习体育艺术类以及特色

课程与大学先修课程，其中 A、B 类涉及矩阵，都要求掌握三阶行列式的概念、基本运算、性质以及行

列式的定义域计算。而如今苏教版的选修课本集中在二阶矩阵且疏于利用矩阵这一工具，以下便来探究

矩阵在高中数学中的用武之地。 

2. 矩阵在知识层面的指导 

2.1. 克拉默法则[2] 

对于有唯一解的二元线性方程组 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b
a x a x b

+ =
 + =

 

当 11 22 12 21 0a a a a− ≠ 时，解为 

1 22 12 2
1

11 22 12 21

11 2 21 1
2

11 22 12 21

b a a bx
a a a a

a b a bx
a a a a

− = −
 − =
 −
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方程组根据矩阵的定义可以写成 

11 12 1 1

21 22 2 2

a a x b
a a x b
     

=     
     

 

当 11 12

21 22

0
a a
a a

≠ 时，解为 

1 12

2 22
1

11 12

21 22

11 1

21 2
2

11 12

21 22

b a
b a

x
a a
a a

a b
a b

x
a a
a a



 =






 =




 

由此，对于三元线性方程组有相仿的结论 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

+ + =
 + + =
 + + =

 

当

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
a a a
a a a
a a a

≠ 时 

解为 

1 12 13

2 22 23

3 32 33
1

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 1 13

21 2 23

31 3 33
2

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 12 1

21 22 2

31 32 3
3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

b a a
b a a
b a a

x
a a a
a a a
a a a

a b a
a b a
a b a

x
a a a
a a a
a a a

a a b
a a b
a a b

x
a a a
a a a
a a a






=








 =








 =



  
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这个方法就叫做克拉默法则，只不过这里是简单的特例，而课本只给出了二阶行列式的计算，下面

我们来探究三阶行列式的计算方法。 
(1) 三阶行列式的计算[2] 
定义 1 由1,2,3, , n 组成的一个有序数组称为一个 n 级排列，例如 213 是一个三级排列。 
定义 2 在一个排列中，如果一对数的前后位置与大小顺序相反，即前面的数大于后面的数，那么它

们就称为一个逆序，一个排列中逆序的总数就称为这个排列的逆序数，例如 213 中 21 为逆序，逆序数为

1。排列 1 2 nj j j 的逆序数记作 ( )1 2 nj j jτ  。 
定义 3 逆序数为偶数的排列称为偶排列，逆序数为奇数的排列则称为奇排列。 

定义 4 n 级行列式

11

1

nn

n nn

a a

a a



  



等于所有取自不同行、不同列的 n 个元素的乘积
1 21 2 nj j nja a a 的代数 

和，可写成 ( ) ( )1 2

1 21 2 1 21 n

nn

j j j
j j njj j j a a aτ−∑ 



 ,这里的 1 2 nj j j 是1,2,3, , n 的一个排列，其中 ( )1 2 nj j jτ 

称为逆序数。 

对于三阶行列式

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

，由定义 4 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 13
123 132 213

21 22 23 11 22 33 11 23 32 12 21 33

31 32 33

213 312 321
12 21 33 13 21 32 13 22 31

1 1 1

1 1 1

a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a

a a a a a a a a a

τ τ τ

τ τ τ

= − + − + −

+ − + − + −

 

经过整理得 

11 12 13
22 23 21 23 21 23

21 22 23 11 12 13
32 33 31 33 31 33

31 32 33

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a
= − +  

在掌握了三阶行列式的求法之后，对于有计算量的三元一次方程组的解决有了很好的指导。 

2.2. 平面向量基本定理[3] 

如果 1e ， 2e 是同一平面内两个不共线的向量，那么对于这一平面内的任一向量 a ，有且仅有一对实

数 1λ ， 2λ ，使 1 1 2 2λ λ= +a e e  
反之，如果存在一对实数 1λ ， 2λ ，使 1 1 2 2λ λ= +a e e ，若 1 2 0λ λ ≠ 时，因为 1 1 1λ e e ， 2 2 2λ e e ，由平

行四边形法则知 a ， 1e ， 2e 共面。 
定义 5 [4]对于 ( )1n n ≥ 个向量 1 2, , , na a a ,如果存在不全为 0 的 n 个数 1 2, , , nλ λ λ 使得 

1 1 2 2 0n nλ λ λ+ + + =a a a , 

那么 n 个向量 1 2, , , na a a 叫做线性相关，不是线性相关的向量叫做线性无关。 
定理 1 三向量共面的充要条件是他们线性相关。 
证明：必要性 
已知三向量 1 2 3, ,a a a 共面，由平面向量基本定理得有且仅有一对实数 1λ ， 2λ ，使 3 1 1 2 2λ λ= +a a a ，则

3 1 1 2 2 0λ λ− − =a a a ，因为1 0≠ ，则 1 2 3, ,a a a 线性相关。 
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充分性 
已知三向量 1 2 3, ,a a a 线性相关，则存在不全为 0 的实数 1λ ， 2λ ， 3λ ，使得 

1 1 2 2 3 3 0λ λ λ+ + =a a a  

不妨设 1 0λ ≠ ，则 

32
1 2 3

1 1

λλ
λ λ

= − −a a a  

由平面向量基本定理得三向量 1 2 3, ,a a a 共面。 
定理 2 设三个非零向量 1 2 3, ,a a a 坐标分别为 ( )1 1 1, ,x y z ， ( )2 2 2, ,x y z ， ( )3 3 3, ,x y z ，则三个向量共面的

充要条件是 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
x y z
x y z
x y z

=  

证明：因为三个向量 1e , 2e ，a 共面，则必有一个向量可以表示成另外两个向量的线性组合，则三个

非零向量线性相关，存在不全为 0 的实数 1λ ， 2λ ， 3λ ，使得 

1 1 2 2 3 3 0λ λ λ+ + =a a a  

则 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

0
0

0

x x x
y y y
z z z

λ λ λ
λ λ λ
λ λ λ

+ + =
 + + =
 + + =

 

把它看作 1λ ， 2λ ， 3λ 的三元线性方程组，因为三个实数均 0 为方程组的一个解，由克拉默法则在三

元线性方程组中的运用知 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
x y z
x y z
x y z

=  

2.3. 命题的应用 

例 1 求 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 5
2 4
2 0

x x x
x x x
x x x

+ + =
 − + =
 + + =

 

的解。 
解：令 

4 2 1
1 1 2 1 2 1

2 1 1 4 2 1 4 0
1 1 2 1 2 1

2 1 1
D

− −
= − = × − × + × = − ≠  

1

5 2 1
1 1 4 1 4 1

4 1 1 5 2 1 14
1 1 0 1 0 1

0 1 1
D

− −
= − = × − × + × = −  
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2

4 5 1
4 1 2 1 2 4

2 4 1 4 5 1 8
0 1 2 1 2 0

2 0 1
D = = × − × + × =  

3

4 2 5
1 4 2 4 2 1

2 1 4 4 2 5 20
1 0 2 0 2 1

2 1 0
D

− −
= − = × − × + × =  

则 

1
1

2
2

3
3

7
2

2

5

Dx
D
Dx
D
D

x
D

 = =

 = = −



= = −


 

例 2 如果向量 ( ) ( ) ( )1, , 2 , 2, 1, 2 , 1, 4,4λ= = − =a b c 共面，求 λ 的值。 
解：因为三个向量共面，则 

1 2
2 1 2 0
1 4 4

λ
− =  

1 2
1 2 2 2 2 1

2 1 2 1 2 12 6 18 0
4 4 1 4 1 4

1 4 4

λ
λ λ

− −
− = × − × + × = − − + =  

则 
1λ =  

第一题运用了克拉默法则，第二题运用了向量共面时行列式的性质，从这两道题就可以看出矩阵作

为数学工具的优越性，只有让学生意识到矩阵学习的必要性与优越性，才能达到要有的效果。 

3. 矩阵在思想层面的指导 

3.1. 矩阵体现了从一般到特殊，再从特殊到一般的数学思想 

以克拉默法则和向量共面的性质为例，定理和结论的给出都是用一般字母表示，给出一个共性的答

案，对应具体的题目只要将具体的数值代入即可。求解三阶行列式，利用定义将其化为二阶行列式来计

算，体现了化简的过程。 

3.2. 矩阵体现了归纳、抽象的数学思想 

课本上我们学习的基本上都是二阶矩阵，而 2017 版课标要求掌握三阶矩阵的一般性质与用法，我们

可以从二阶演绎推理出三阶的情形，进而可以推广到 n 阶的情形。 

3.3. 矩阵体现了数形结合的思想 

向量共面这一几何性质通过数学抽象与代数建立直接的联系，运用三阶矩阵轻而易举地解决这一问

题，所以几何代数化、代数几何化都是解决问题的重要手段。 
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4. 结语 

矩阵的工具性与思想性在高中数学的应用中具有重要的作用，本文从这两方面进行探究。矩阵作为

一种数学工具可以在高中数学更多的领域中得以发挥作用，同时对学生的数学思维的培养具有促进的效

果，希望我们能够将矩阵更好地融入高中数学。 
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