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摘  要 

社团结构是复杂网络的重要特征之一。为了得到更合理的网络社团结构的划分结果，文中给出了一种基

于弱社团定义的整数优化模型。由于该模型是组合优化问题，因而较难快速求解。文中基于该模型将其

转化为连续优化近似模型，提出一个高效的块坐标下降算法。实验结果证明了基于弱社团定义的优化模

型与算法的有效性。 
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Abstract 
Community structure is one of the important characteristics of complex networks. In order to ob-
tain a more reasonable division of the network community structure, this paper considers an in-
teger optimization model that based on the definition of weak community. This problem is often 
formulated as combinatorial optimization model. Consequently, to solve it efficiently is difficult. 
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Based on this model, this paper transforms it into a continuous optimization approximate model, 
and proposes an efficient block coordinate descent algorithm. The experimental results prove the 
effectiveness of the optimization model and algorithm based on the definition of weak communi-
ties. 
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1. 引言 

近年来，复杂网络的研究处于蓬勃发展阶段。随着对复杂网络的深入研究，发现众多实际网络存在

的一个共同特征，称之为网络中的社团结构。它是指网络中的节点可以分组，组内节点间的连接比较稠

密，组间的连接比较稀疏。社团结构在实际系统中有着非常重要的意义。例如在万维网中，不同的社团

可能代表着不同主题的网页；在新陈代谢网络以及神经网络中，社团反映了功能单位。相关的社团结构

也存在于社会网络，互联网以及食物网络等。研究网络的社团结构对于理解整个网络的结构与功能十分

重要。 
目前已经存在着大量探索复杂网络社团结构发现方法的研究[1] [2]。其中社团发现的一种较受关注的

是谱分方法[3] [4] [5] [6]。它的主要思想是对通过邻接矩阵形成的 Laplace 矩阵或标准矩阵的特征值，特

征向量的分析，探索网络中的社团结构。谱平分法的基本思想是根据 Laplace 矩阵的第二小的特征值 2λ 将

其分为两个社团。谱平分法对于社团结构明显的网络非常有效，但当网络的结构不明显时，往往得不到

理想的划分结果。一种被广泛使用的社团评估函数，称之为模块函数 Q [7]。然而，最近的研究表明，在

一些网络社团划分中模块函数 Q 存在着分辨率限制问题[8]。由李等人提出的模块密度函数 D 是一个改善

社团划分的定量函数[9]。模块密度函数 D 在一定的程度上缓解了该限制问题，但是这两种函数存在的一

个共同问题是错误识别，即划分得到的一些社团不满足弱社团的定义[10]。 
文中基于弱社团定义建立了一个新的整数优化模型，能够克服网络社团结构划分中的错误识别问题，

一般的，整数优化模型被描述为组合优化问题，因而较难求解，故考虑它的连续优化近似，并提出一个

高效的块坐标下降算法。实验结果显示该模型与算法是可行的。 

2. 模型描述 

2.1. 复杂网络与社团结构 

给出一个无权无向网络 ( ),G V E ，令 [ ] { }1,2, ,V n n= =  为网络的节点集，其中 n 为该网络中的节点

数目。令 { }1 2, , , mE e e e=  为边的集合，其中 ( ),le i j= 代表着节点 i 与 j 间的连边，m 为网络中的连边数

目，即m E= 。给定一个网络，将其划分为不重叠的社团结构，将节点集 [ ]n 划分为{ }1 2, , , kC C C ，即 

[ ]
1

, ,
k

a b a
a

C C a b C n
=

∩ = Φ ∀ ≠ =


。 

令
n n

ijA a
×

 =   为网络的邻接矩阵，其中 0iia = ，且 [ ]i n∀ ∈ ，有 ai C∈ ， bj C∈ ， i j≠ ， 
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( )
( )

1, ,

0, ,ij

i j E
a

i j E

∈= 
∉

。 

令 sV 为 V 的子集， sV 为 V 的补集。若 sV 满足弱社团的定义，则满足 

( ) ( ), ,s s s sL V V L V V>  

其中 ( ) ( ), , ,
s s s ss s ij s s iji V j V i V j VL V V a L V V a

∈ ∈ ∈ ∈
= =∑ ∑ ∑ ∑ 。 

2.2. 基于弱社团定义迹的最大化函数 

引入一个指示向量 ( ) 1st i = ，节点 i 属于 sV ，否则 ( ) 0st i = 。因此 

( )
( )

( )

{ }

1
2

, 1,2, ,

s

s
s

s

t
t

t s n

t n

 
 
 = = 
 
  





。 

定义对角矩阵 { }1 2, , , nD diag d d d=  ，其中 1i ijjd a
=

= ∑ 。弱社团定义 

( ) ( ), ,s s s sL V V L V V>  

可具体展开为： ( )T T 0s s s st At t D A t− − > ， 
即 

( )T 2 0s st A D t− > 。 

定义一个分配矩阵 [ ]1 2, , , , 1, 2, ,kT t t t k n= =  。其每一行对应着网络中相应的一个节点，每一列对

应着相应划分的社团。进一步的，满足弱社团定义的网络社团划分情况可描述如下： 

( ) ( )T T

1
2 2

k

s s
s

t A D t tr T A D T
=

 − = − ∑  

故问题可描述为： 

( ){ }

{ }

Tmax 2

0,

0

s

,

.t.

1

T

n k

tr T A D T

T

T ×

 − 
≥

⊂

                                  (1) 

2.3. 连续优化近似模型 

问题(1)是离散的，因此难以求解。故将 T 松弛得到 [ ]0,1 n kS ×⊂ 。并对 S 的每一行向量进行稀疏约束，

以保证结果的稀疏性。定义矩阵 ( )2B A D= − − 。因此连续优化近似模型可表述如下： 

{ }T

2

0

min

1, 1,2,s. . , ,

,

0

t
S

i

i

tr S BS

s i n

s p

S

= =

≤

≥

                                   (2) 

进一步可描述为： 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.912250


李文静，高彩霞 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.912250 2156 应用数学进展 
 

T

2

0

s.t

min ,

1, 1,2, , ,

0

.

,

S

i

i

B SS

s i n

s p

S

= =

≤

≥

                                  (3) 

假设社团的数目为 k，且1 p k≤ ≤ ，p 是一个整数， 0is p≤ 。当 p k≤ 时， 0l 约束消失。 

2.4. 社团检测框架 

利用稀疏正松弛将离散问题转化为连续优化近似模型[11]。假设从(3)中得到结果 *S ，用一种直接舍

入方法得出最终的社团划分矩阵 *T 。令 T
it 为 T 的第 i 行，

0

k
je R∈ 是第 0j 个元素为 1 的单位向量。 

( )
0 0, arg maxi j i j

j
t e j s← = 。 

社团检测框架如下： 
• 步骤 1：从不同的随机点开始代入求解问题(3)得到近似结果。 
• 步骤 2：用直接舍入方法检测社团结构。 
• 步骤 3：多次重复步骤 1 和步骤 2，直到所得的划分矩阵使所有社团均满足弱社团定义且是合格的社

团结构。 

3. 块坐标下降算法 

在这部分中，用块坐标下降算法求解问题(3)。假设网络被划分为 k 个社团。令 ( ) T,f S B SS= 。对

于第 i 个子问题，可以求解如下子问题： 

( )
2

1 1 1arg min , , , , , ,
2i

i i i n i
x s

s f s s x s s x sσ
− +

∈
= + −  ， 

其中 is 是某个参考点，且 0σ > 。 
块坐标下降算法具体描述如下： 

• 步 1：任意给出一个 0 , 0S σ > ，令 0, 0t ε= > 。 
• 步 2：当 1,2, ,i n=  ，做 

( ) 21 1 1
1 1 1arg min , , , , , , , 1

2is

t t t t t t
i i i n i

x
s f s s x s s x s tσ+ + +

− +
∈

= + − +  。 

• 步 3：当 1t t
F

S S ε+ − < ，则得到 1tS + ，否则重复进行步 2。 

4. 实验结果与分析 

为了验证基于弱社团定义的优化模型与块坐标下降算法在复杂网络社团检测中的有效性与可行性，

在本节中选取 Zachary 空手道俱乐部网络[12]进行实验验证，并与谱平分方法以及基于模块函数 Q 的谱分

方法对网络社团划分结果做对比和分析。 
Zachary 空手道俱乐部网络是检验不同社团划分算法的一个经典实际网络。其组成有 34 个节点代表

着俱乐部成员，78 条边代表着俱乐部成员间有交往的关系。在调查后发现，由于该俱乐部主管与校长之

间因是否提高收费问题产生争执，致使俱乐部成员分裂以主管与校长为核心的 2 个小社团。其中一个社

团包含的节点为：1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13, 14, 17, 18, 20, 22。另一组则包含余下的节点。该网络真实
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的划分情况如图 1 所示。节点 1 表示这俱乐部中的主管，节点 33 代表了俱乐部的校长。圆形与方形节点

代表着分裂后小俱乐部中的各个成员。 
 

 
Figure 1. The karate club network diagram 
图 1. 空手道俱乐部关系图 

 

图 2 为谱平分方法划分 Zachary 网络得到的结果。图中方形节点与圆形节点分别代表了原 Zachary 网

络的实际划分结果，而阴影和非阴影则代表了利用谱平分算法得到的结果。从图中可以直观的看出，节

点 3 被错误划分，即谱平分算法将网络划分为两个社团时出现了错误识别的现象。 
 

 
Figure 2. The community structure detected by spectral average method 
图 2. 谱平分方法划分的社团结构 
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在图 3 中，基于模块函数 Q 的谱分方法将网络划分为 3 个社团： { }1 1, 2, 4,8,12,13,14,18,20,22C = ，

{ }2 5,6,7,11,17C ， { }3 3,9,10,15,16,19,21,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34C 。这表明了该算法不但可

以检测出两个主要的社团，还可以进一步的检测出网络中的小社团。由于该算法错误划分了节点 3，故

不能得到稳定合格的社团结构。 
 

 
Figure 3. The community structure detected by spectral approach based on modularity (Q) 
图 3. 基于模块函数 Q 的谱分方法划分的社团结构 

 
已经有学者们讨论过 Zachary 空手道俱乐部网络可以划分为更多的小社团，多数学者们认为该网络

划分为 4 个社团更为合理。图 4 是块坐标下降算法将网络划分为 4 个均满足弱社团定义的社团结构，且

不能进一步划分。如表 1 所示，该划分结果与文献[10]中的结果一致，且节点 3 得到了正确的划分。 
 

 
Figure 4. The community structure detected by the algorithm in the article 
图 4. 文中的算法划分得到的社团结构 
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Table 1. The results of the algorithm’s division of the karate club network 
表 1. 文中算法对空手道俱乐部网络的划分结果 

社团 节点名称 

C1 1, 2, 3, 4, 8, 12, 13, 14, 18, 20, 22 

C2 5, 6, 7, 11, 17 

C3 9, 10, 15, 16, 19, 21, 23, 29, 31, 32, 33, 34 

C4 24, 25, 26, 27, 28, 30 

 
基于弱社团定义的优化模型与算法克服了谱平分方法，基于模块函数 Q 谱分方法在空手道俱乐部网

络中错误划分个别节点的情况，该方法不但划分得到的每一个社团都满足弱社团定义，而且能够检测出

网络中更为复杂的小社团。  

5. 结论 

文中建立的基于弱社团定义的优化模型与算法得到了正确的社团划分结果。其划分得到的每一个社

团均满足弱社团定义且是合格的社团结构。该方法能够检测出网络中复杂的小社团，将网络社团结构划

分得更为精确合理。文中的方法在小型网络中取得了良好的划分效果，进一步将这种方法应用于一些大

型的网络社团划分的研究中，这也是日后学习研究的方向。 
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