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摘  要 

利用简单迎风差分格式和自适应网格方法相结合求解拟线性奇异摄动方程两点边值问题，通过等分布弧

长控制函数而产生自适应网格，得到自适应差分格式的关于摄动参数ε一致的一阶误差估计，最后数值算

例验证数值解的一阶一致收敛性，表明该方法的可靠性与准确性。 
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Abstract 
A simple upwind difference scheme and an adaptive grid method are combined to solve the quasi-
linear singularly perturbed two-point boundary value problem. The adaptive mesh is generated 
by equally distributing the arc-length control function. The first-order error estimate of the adap-
tive difference scheme uniform with respect to the perturbation parameter ε is obtained. Finally, 
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numerical examples are given to verify the uniform first-order convergence and show the reliabil-
ity and accuracy of the method. 
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1. 引言 

奇异摄动问题在流体力学和地球物理学等领域中应用广泛。考虑拟线性守恒型奇异摄动方程的两点

边值问题： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ): , , 0,1Tu x u x b x u x f x xε ′′′= − + = ∈                      (1.1) 

( ) ( )0 1 0u u= =                                    (1.2) 

其中 ε 是一个很小的摄动参数， 0 1ε< � 。假设 [ ]( )1 0,1b C∈ ∗ ， [ ]0,1f C∈ ，且存在常数 β 和 β ，使

得 ( )0 ,ub x uβ β< < ≤ ， [ ]0,1x∀ ∈ ， u∀ ∈�成立。则问题(1.1) (1.2)存在唯一解 [ ]2 0,1u C∈ 。解在边界 1=x
处有一个变化很剧烈的指数边界层，用许多数值方法都不能有效逼近问题的准确解。因此我们使用自适

应网格方法，即采用等分布控制函数来自适应地生成网格，进而在边界层区域处放置相对较多的网格点，

来保证计算出来的解是更好的近似解(见[1])。 
文献[2]通过等分布数值解的弧长实现自适应移动网格，证明了问题(1.1)在这种自适应移动网格下的

简单迎风格式求解结果是一阶收敛的。文献[3]讨论了在 Sakhvalov-Shishkin 网格上求解比问题(1.1)更一般

的拟线性奇异摄动方程，建立带权的混合差分格式，估计解误差和导数误差，最终得到二阶收敛的解和

导数及其误差估计。文献[4]采用一阶和二阶差分格式离散了问题(1.1)，得到依赖于数值解差商的后验误

差估计。文献[5]在此基础上提出了一种可调节控制函数的自适应方法，数值实验结果验证了方法的可行

性。对于非守恒型线性奇异摄动方程，文献[6]中利用误差校正方法将高阶不稳定格式和标准迎风格式差

分格式联合起来，改进了其精度。文献[7]又对文献[6]进行改进，利用 Richardson 外推技术得到了一个更

精确的逼近解。文献[8]讨论了自适应网格方法求解齐次线性非守恒型奇异摄动方程。 
考虑拟线性守恒型奇异摄动方程的两点边值问题(1.1)，鉴于自适应差分方法克服了层适应差分方法

需要预知准确解情况的缺点，本文通过简单迎风格式与等分布数值解弧长相结合求得数值解，证明该方

法是一阶收敛的且关于摄动参数是一致的，数值算例验证一阶一致收敛性，表明该方法的可靠性与准

确性。 

2.自适应差分方法及其误差估计 

2.1.自适应简单迎风格式 

为了离散求解拟线性两点边值问题(1.1)，设 
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( ) ( )( ) [ ]2, , 0,1Av v x b x v x v Cε ′= − + ∈                            (2.1) 

则(1.1)可写成 

( ) ( )( ),Au u b x u x fε ′′ ′′= − + =                               (2.2) 

定义任意网格函数{ }iv 的离散算子 NA ，将(2.1)离散化，可以得到 

( ),N
i i i iA v D v b x vε += − +                                 (2.3) 

其中 1,2,3, , 1i N= −� 且 0 10 1Nx x x= < < < =�  
将原方程(1.1)离散化可以得到 

( ): , 1, 2, , 1N N N N
i i iT u D A u f i N−= = = −�                          (2.4) 

0 0N N
Nu u= =  

其中{ }N
iu 是在网格{ }ix 上计算的数值解。 

在自适应网格时，除了 0x 和 Nx 以外的 N − 1 个节点，每一个点处都可以列出两个式子： 

i) 此节点上的差分格式； 
ii) 此节点左右两个弧长相等的式子； 

联立这 2 2N − 个式子，就可以得到自适应的 ix 和 N
iu 。 

2.2. 线性守恒型两点边值问题的稳定性 

考虑(1.1)的线性情况 

( ) ( )( ) ( )Lu u x pu x f xε ′′′= − + =                           (2.5) 

( ) ( )0 1 0u u= =  

其中 

(i) ( )0 p xβ β< ≤ ≤                                 (2.6a) 

(ii) [ ]0,1f C∈                                    (2.6b) 

引理 2.1 设(2.5)中的 ( ) ( ) [ ]0,1f x F x C′= ∈ ，则方程中存在一个唯一解 [ ]2 0,1u C∈ ，使得 

*

2u Lu
β∞

≤  

其中，
*v 表示 v* V Vv min ′= ∞

= 。 
证明 (2.5)两边同时对𝑥𝑥积分可得 

( ) 1F x Cpuu
ε ε

+
′ − = −  

可以解出 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1d d d1 1e e e dx x s

p t p t p t
t t t

x

F s C
u x C sε ε ε

ε
−∫ ∫ ∫+

= + ∫  

由于 ( )1 0u = ，可以解出C 0= ，则有 
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( ) ( ) ( ) ( )
d d1 1

1
1e d e d

s s
x x

p t p t
t t

x x

F s
u x s C sε ε

ε ε
− −∫ ∫

= +∫ ∫                        (2.7) 

设 

( ) ( ) ( )
d1

e d
s
x

p t
t

x

F s
W x sε

ε
−∫

= ∫                               (2.8) 

( )
( )

d1 1 e d
s
x

p t
t

x
V x sε

ε
−∫

= ∫                                (2.9) 

则有 

( ) ( ) ( )1u x W x C V x= +  

将 ( )0 0u = 代入，可以解出
( )
( )1

0
0

W
C

V
= − ，则有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
0

W
u x W x V x

V
= −  

由(2.7)和(2.8)可得 

( ) ( ) ( )w x F x V x
∞

≤                                (2.10) 

( )
( ) ( )d1 1

21 1 10 e d e d
s
x s xt

x x

s x
V x s

ββ
ε

β
ε β ε β

− −−∫ −
≤ ≤ ≤ ≤∫ ∫  

由(2.10)有 

( ) ( ) ( )0 0W F x V
∞

≤                               (2.11) 

则有 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0

22

W
u x W x V x W x F x V x

V

F x V x F x
β

∞

∞ ∞

≤ + ≤ +

≤ ≤

                 (2.12) 

由(2.12)和(2.5)可得引理 2.1，证毕。 

2.3. 离散格林函数与弧长有界性 

定义算子 NT 的标准线性化 NT� ，其中 N N N i N
i i iA u D u p uε −= +� ， ( )1

0
, di

u i is
p b x sy s

=
= ∫ 。则对于 

1, 2, , 1i N= −� 有 

( ) ( ) 00 0 0 , 0N N N N N N N N N N
i i i i Ni

T u T u T u T f T u u= − = − = − = =
�� � � �

                 (2.13) 

由(1.1)满足 ( )0 ,ub x uβ β< < ≤ 知 ip β≥ ，容易验证 NT� 的系数矩阵是一个 M 矩阵。 

现在定义关于点 jx 的离散格林函数 ( ),i jG x x
 

( ) ( ) ( )
1

, , 0, 1, 0, 1, 2, , 1ijN
i j j j

i

T G x x G x G x i N
h
δ

+

= = = = −� �                   (2.14) 

其中 NT� 作用于变量 i，克罗内克函数 ijδ 的值当 i j= 时得 1，当 i j≠ 时得 0。则对于每个 i，我们都有 
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( ) ( )
1

1
1

, 0
N

N N
i j i j i jj

u h G x x f T
−

+
=

 = −  ∑
�

                          (2.15) 

现在引入格林函数的一些性质(见[2])： 
引理 2.2 对于 1, 2, ,i N= � 且 1,2, , 1j N= −� 有 

( ) 10 ,i jG x x
β

≤ ≤  

引理 2.3 对于每个 { }1,2, , 1j N∈ −� ，有 

( ) ( )
1

1
1

2, ,
N

i j i j
i

G x x G x x
β

−

−
=

− ≤∑  

引理 2.4 令{ }N
iu 为任意网格{ }ix 上关于(2.4)的解， NL 为{ }N

iu 函数曲线的总弧长，则有 

21 NL C≤ ≤  

其中， 2
21 0NC f T
β ∞

= + −
�

。 

证明 首先， 1 1NN
iiL h

=
≥ =∑ . 其次，由(2.15)和引理 2.3 有 

( )2

1
1 1 1

1 1 1
N N N

N N N N N
i i i i i i

i i i
L h D u h D u u u− −

−
= = =

 = + ≤ + = + − ∑ ∑ ∑                (2.16) 

因此可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1
1 1

1

1 1
1 1

1 0 , ,

1 0 , ,

21 0

N N
N N

j j i j i jji j

N N
N

j i j i j
j i

N

L h f T G x x G x x

f T h G x x G x x

f T
β

−

+ −
= =

−

+ −
∞ = =

∞

≤ + − ⋅ −

≤ + − −

≤ + −

∑∑

∑ ∑

�

�

�

                 (2.17) 

证毕。 

2.4. 后验误差估计和等分布弧长及误差估计 

定理 2.5 (后验误差估计)设 ( ) [ ]1 0,1f x C∈ ，则存在一个常数 C，使后验界满足 

{ }12 maxN N N
i i ii

u u u u Chβ
β

−

∞
− ≤ − +  

证明 因为 ( )N NTu Tu L u u− = − ，故由引理 2.1 可知 

*

2N Nu u Tu Tu
β∞

− ≤ −                               (2.18) 

因此，只需证 

{ }1

*

2 2 maxN N N
i i ii

Tu Tu u u Chβ
β β

−− ≤ − +                       (2.19) 

即可。 
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又因为 

( )
* *

*

N N NTu Tu Tu f Au F a ′− = − = − −                       (2.20) 

其中 a 为常数。 
令 

( )1 0
1 1

i i
N N N N N N N N N

i j j j j i
j j

F h f A u A u A u A u−
= =

= = − = −∑ ∑                    (2.21) 

0
N N N N N

i ia A u A u F= = −  

则有 

* *

N N N N N N N N N
i i i iTu Tu Au A u F F Au A u F F

∞
− = − + − ≤ − + −  

令 , ,N N N N
i iAu A u F Fη η η η η= − = − = +� �，对于 ( )1,i ix x x−∈ ，有 

1 iC hη ≤�                                       (2.22) 

还有 

( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )( )
( )( )

1 1

1 1

1

1
1

2 1

sup sup , ,

d ,
sup , , sup d

d

sup , , d

sup ,

i i i i

i

i i i i

i

i i

i i

N N
i i i i i

x x x x x x

N
xN N

i i i xx x x x x x

x NN
x u i

N
i

xx x x

N N
i x i

x x x

N
i i

N
i

D u b x u D u b x u

b x u x
b x u b x u x

x

b x u x b x u x D u x

h b x u x u u

C h u u

ε

β

β

η ε
− −

− −

−

−

+ +

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

−

≤ ≤

−
≤ ≤

−

= − + − − +

 
 = − =

≤ +

≤ + −

≤ + −

∫

∫         (2.23) 

由(2.22)和(2.23)就有 

{ }1max N N
i ii iu u Chη β −∞

≤ − +  

则 

{ }1*

2 2 maxN N
i ii

N
iTu Tu u u Chβ

β β −− ≤ − +  

证毕。 
又因为 

{ }

( )

( )

1

2 2
1

2

2 max

max

max 1

N
i

N

N
i ii

N
i ii

ii

i

N
i

u u Ch

C u u h

C h D u

β
β −

−

−

− +

≤ − +

= +

                             (2.24) 

故由引理 2.5 和(2.24)有 
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( )2
max 1N N

i ii
u u C h D u−

∞
− ≤ +                            (2.25) 

其中不等式右侧为分段线性函数曲线从 ( )1 1, N
i ix u− − 到 ( ), N

i ix u 的最长线段长度，为了得到更精确的近似解，

应使其值尽可能小。由此引入分段线性插值 Nu 的等分布弧长控制函数 

( ) ( ) ( )
2

: 1N NM x u x ′= +  
 

                              (2.26) 

令 

( )2
1 , 1, 2, ,N

i iM D u i N−= + = �                            (2.27) 

用等分布控制函数来自适应生成网格，设 ih 为网格的宽度， 1,2, ,i N= � ，则有 

1

1 , 1, 2, ,
N

i i j j
j

h M h M i N
N =

= =∑ �                            (2.28) 

定理 2.6 (误差估计)设{ }N
iu 是在满足(2.28)的自适应网格上通过方程(1.1)的离散化形式(2.4)计算而得

的解，则对某常数 C，有 
1Nu u CN −

∞
− ≤  

证明 由 , 1, 2, ,
N

i
Ll i N
N

= = � ，其中局部弧长 ( ) ( )22
1 1

N N
i i i i il x x u u− −= − + − ，总弧长 1

NN
iiL l

=
= ∑ 。又

由引理 2.4，有 2
N

i
CLl

N N
= ≤ ，再结合(2.25)，就有 1Nu u CN −

∞
− ≤ 成立。证毕。 

3. 数值算例 

例 1. 考虑拟线性奇异摄动问题 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2: sin 0, 0,1 ,
2 2

0 1 0.

u uxTu x u x e e x

u u

ε π π ′′′= − − + = ∈

 = =

 

此方程的准确解为 ( ) ( ) ( )Au x u x O ε= + ，其中 

( ) 21ln 1 cos 1
2 2

x

A
xu x e ε

−  π = − + −        
. 

对于不同的 ε 和 N，得到相应的误差 : N
Ae u u= − 和收敛阶 2 2

max
: log

max

N
i i

N
i i

u u
r

u u

−
=

−
，如表 1。 

例 2. 考虑线性奇异摄动问题 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2: , , 0,1
4

0 1 0,

xTu x u x u u f x x

u u

ε ε
 ′  ′′= − − + = ∈   
 = =

 

等式右边的 ( ),f x ε 是由下面的准确解 u 所决定的： 
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( ) ( )
1

1

1

1

x

xe e e e
u x e

e

ε ε

ε

− −

−

− − +
= +

−
. 

通过表 1 和表 2 中的数值结果可以发现，收敛阶 r 随着 N 的增大在逐渐趋于 1，所以选取适当的初

值，在自适应网格上简单迎风差分格式求得的近似解和准确解之间的误差满足一阶收敛的估计，并且与

ε 的取值无关。 
 

Table 1. Numerical results of Example 1 using the adaptive simple upwind difference method 
表 1. 用自适应简单迎风差分方法求解例 1 的数值结果 

N 
510ε −=   810ε −=  

e r  e r 

8 0.1706 0.6849  0.1706 0.6850 

16 0.1061 0.8653  0.1061 0.8589 

32 0.0582 0.9230  0.0585 0.9298 

64 0.0307 0.9300  0.0307 0.9313 

128 0.0160 0.9555  0.0161 0.9565 

256 0.0083 0.9685  0.0083 0.9719 

512 0.0042 0.9724  0.0042 0.9792 

1024 0.0022   0.0021  

 
Table 2. Numerical results of Example 2 using the adaptive simple upwind difference method 
表 2. 用自适应简单迎风差分方法求解例 2 的数值结果 

510ε −=   810ε −=  

N N
iu u

∞
−  r  N N

iu u
∞

−  r 

8 0.1779 0.9249  8 0.1779 0.9249 

16 0.0937 0.6987  16 0.0937 0.6987 

32 0.0577 0.9137  32 0.0577 0.9137 

64 0.0306 0.7068  64 0.0306 0.7066 

128 0.0188 0.9937  128 0.0188 0.9937 

256 0.0094 0.9897  256 0.0094 0.9899 

512 0.0047 0.9693  512 0.0047 0.9695 

1024 0.0024    0.0024  
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