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摘  要 

本文对广义岭回归方法进行了改进，并在真实数据中进行了实例验证。改进广义岭估计主要对广义岭估

计在线性回归模型中当存在若干较大异常值影响模型精度的情况进行了修正，加入适当的修正参数，使

模型达到对数据更精确的拟合以及预测作用，并对中俄贸易数据进行了实例验证。 
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Abstract 
In this paper, the generalized ridge regression method is improved and verified by real data. The 
improved generalized ridge regression mainly corrects the generalized ridge estimation in the li-
near regression model when there are some large outliers that affect the accuracy of the model. 
Appropriate correction parameters are added to make the model achieve more accurate data fit-
ting and prediction effects. Finally, we verified it in trade data. 
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1. 引言 

本文主要提出改进广义岭估计。广义岭估计是 Horel 和 Kennard 提出的对于一般岭估计岭参数设置

改进的一种方法；Hawkins 和 Yin 提出了针对实际情况中样本量 n 小于未知参数的 p 形成降秩矩阵的岭

回归的快速迭代算法；由于实际研究中还没有一种能够确定岭参数的完美的方法，或多或少会造成估计

误差不稳定，游、王和刘(2002) [1]提出了广义岭估计的直接解法，跳过岭参数的估计，直接求得具有最

小均方误差的解；凌和叶对平衡损失下的双 h 岭估计的优良性进行了验证，给出了风险函数的表达式。

改进岭估计在基于前人对该领域研究的基础上，适当改进，对于实际数据若干异常值较大影响回归结果

的问题提出新的方法予以解决，将大大提高模型准确度。 

2. 模型建立及数据预处理 

2.1. 模型建立 

在将中蒙俄 2008~2018 的贸易数据整理，所有变量重新命名。定义 1Y 和 2Y 为因变量， 1X 、 2X 、 3X 、

4X 、 5X 、 7X 、 8X 、 10X 、 12X 和 14X 是对应 1Y 的自变量； 1X 、 2X 、 3X 、 4X 、 6X 、 7X 、 9X 、 11X 、

13X 和 15X 是对应 2Y 的自变量。所有数据均能在统计局官网获得，这里不予介绍。建立如下线性模型： 

( )11
2, ~ 0, ,X N IY β ε ε σ′= +  

( )22
2, ~ 0, ,X NY Iβ ε ε σ′′= +  

其中： [ ]1 141 ~XX X′ = ， [ ]1 151 ~X XX ′′ = ， 11
1 2, Rβ β ∈ 。 

2.2. 多重共线性诊断 

如果数据设计阵存在多重共线性问题，就不能简单的用最小二乘估计对其进行参数估计，虽然看似

是对数据进行了最小均方误差的拟合，但是有时可能导致拟合的结果完全和事实背离，造成数据分析无

效等后果。为了使数据得到更好的处理，我们将引用岭估计、主成分回归和逐步回归等方法才能对数据

进行更加合理的处理，所以进行多重共线性诊断是十分必要的，这关系到模型的合理性以及对数据的解

释程度。 

对 Y1、Y2设计阵进行诊断 
对矩阵 1Z 和 2Z 进行中心化和标准化： 

1 2
1 2, ,ij j ij j

j jij ij

X X
Z Z

µ µ
σ σ

      − −
   = =               

 

其中 jµ 和 jσ 分别表示矩阵 Z 的第 j 列的均值和方差。计算 1 1Z Z′ 和 22Z Z′ 的特征值。 
引入条件数公式 1 1pk λ λ −= ，k 的值越大，说明存在的共线性越严重。 
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1
1

1

1313.9 453.81 1000,
2.9p

k λ
λ −

= = ≈ >  

1
2

1

1301.2 1408.03 1000,
0.9p

k λ
λ −

= = ≈ >  

从 1k 和 2k 的取值来看，不管是 1Y 还是 2Y 的设计阵，都存在略严重的多重共线性。此时如果要对 1Y 和

2Y 分别进行线性拟合，就不能再使用最小二乘估计了，处理此类问题常见的方法有常见的一般岭估计、

逐步回归分析、主成分回归。 

3. 理论推导 

3.1. 改进广义岭估计理论推导 

线性模型拟合中，对于参数的估计最常用的的是最小二乘估计，但是在遇到设计阵存在多重共线性

的时候，往往最小二乘估计不是最好的，所以 A.E.Hoerl 提出了岭估计，引入岭参数 p pkI × 来解决多重共

线性问题，后来广义岭估计的提出又定义了岭参数 1 ~ pk k 可以不相同来减小拟合结果的均方误差。叶、

朱(1998) [2]提出了奇异值分解的解法。本节在前人建立的广义岭估计的基础上又提出对于若干异常值较

大情况的一种广义岭估计的修正方法，改进广义岭估计。先对广义岭估计进行回顾， 
岭估计参数 β̂ 的估计方法： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ,p p p pk X X kI X Y X X kI X Xβ β
− −

× ×′ ′ ′ ′= + = +  

建立典则方程： 

0 ,Y Zα α ε= + +1  

典则回归系数的岭估计： 

( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ ,p pk kI Z Y kIα α
− −

× ′= Λ + = Λ + Λ  

其中 ( ) 1ˆ Λ Z Yα − ′= ， ( ) ( )1diag , , pX Xφ φ λ λ′ ′Λ = = � ， ( )1, , pφ ϕ ϕ= � 是 iλ 对应的特征根，Z Xφ= ， ˆα̂ φ β′= 。

定义 ( )1diag , , pK k k= � ， ik 是不必全相等的岭参数，于是定义该模型广义岭估计的典则参数和平差参数

估计如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

ˆ1 1

ˆ ˆ ,
ˆ ˆ ,

K Z Z K Z Y K Z Y K K C

K K K K X Y X X K X Yβ

α α

β φα φ φ φ φ φ φ

− − − −

− −

′ ′ ′= + = Λ + = Λ + Λ = Λ +

′ ′ ′ ′ ′ ′= = Λ + Λ = Λ + = +
         (A) 

当 p pK kI ×= 时，广义岭估计就简化成为了一般的岭估计。 
由于实际数据或许存在若干较大异常值情况，故提出修正参数对广义岭估计进行改进： 

{ }( )1 ,ij ij j ja ij jI x x Q x xγ = − − > −  

其中 { }ij jaI x Q> 为示性函数， jaQ 为对应设计阵 X 的第 j 列进行中心化并求绝对值后的 a%分位数， jx 为

对应设计阵 X 的第 j 列的均值。提出修正参数 ijγ ，将消除由于自变量中存在若干较大异常值对模型拟合

的影响。 
相应的，加入修正参数后的典则方程和平差方程如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

ˆ ,ij ij ijK Z Z K Z Yα γ γ γ
−

 ′ ′= +  
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( ) ( ) ( ) ( )
1

ˆ ,ij ij ijK X X K X Yβ γ γ φ φ γ
−

 ′ ′′= +  
 

令 ,ij ijZR Z XR Xγ γ= = 得： 

( ) [ ] 1ˆ ,K ZR ZR K ZR Yα −′ ′= +  

( ) [ ] 1ˆ ,K XR XR K XR Yβ φ φ −′ ′ ′= +  

易证 ( ) ( )ˆˆMSE MSEK Kα β =    ，这里略去证明过程，于是可以通过 ( )ˆ Kα 来作为评价 ( )ˆ Kβ 估计

值好坏的指标。 

( ) ( )
( ) ( )

2 21 1
2

2 2
1 1

ˆˆMSE MSE .
p p

i i i

i ii i i i

k
K K

k k
λ α

α β σ
λ λ

− −

= =

 = = +     + +
∑ ∑  

3.2. 改进广义岭估计解法介绍 

对于岭参数的估计，将是建立合理的线性模型的至关重要的一点，虽然前人已经提出了各种确定岭

参数的方法和准则，但是到目前为止，并没有一种公认的非常稳健的方法，所以本文将采用游、王和刘

(2002) [1]提出的广义岭估计的直接解法 DSGRE (derct solution to generalized ridge estimate)，其内容如下： 
由于 iλ 和 iα 与 ik 没有关系且 iα 是非随机的，为了求得最小的 ( )ˆMSE Kα  ，故对 ( )ˆMSE Kα  关于

ik 进行一阶求导： 

( )
( )

( ) ( )

21 1
2

3 3
1 1

,
ˆdMSE

2 2
d

p p
i i i i

i
i ii i i i i

K k
f k

k k k

α λ λα
σ

λ λ

− −

= =

  ′ = = − +
+ +

∑ ∑  

令 ( ) 0if k′ = , 
解得： 

2

2 , 1, 2, , 1,i
i

k i pσ
α

= = −�  

由于真实的 2σ 和 2
iα 是未知的，故用 2σ 的估计值�2σ 以及 iα 的迭代值 �

( )j
iα 来对 ik 进行迭代求解： 

� ( ) �

� ( )� ( )

2

,i

i i

j

j j
k σ

α α
=                                     (B) 

那么就可以用第 j次 �
( )j

iα 的迭代值来估计与之相同次数的岭参数 ik ，由式(A)可知，第 1j + 次估计为： 

� ( )

� ( )

1
,i

i j

i

j

i

c

k
α

λ

+
=

+
 

带入式(B)可知： 

� ( )

�

� ( )� ( )

� ( )� ( )

� ( )� ( )2

1

2
.

j j
j

j j

j

i i i i
i

i i

i

j
i

i

i

c c α α
α

σ λ α α σλ
α α

+
= =

++

                        (C) 

3.3. 解的存在性证明 

薛、梁(2002) [3]给出了参数的迭代算法。结合已有的证明过程，对改进广义岭估计的解的存在性予

以证明。如果 �
( )1

i

j
α

+
是一致收敛的，那么经过 1j + 次迭代过程，必然能够求解出 �

( )1

i

j
α

+
的数值解，故下证
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� ( )1

i

j
α

+
的一致收敛性： 

证明：若 0ic > ，根据 �
( )1

i

j
α

+
的形式知：�

( )0
0i

i
i

c
α

λ
= > ，由于 � ( ) � ( ) � ( )02 1

0 0i i iσ α α α
∞

> ⇒ > >> >� ，故 

� ( )1

i

j
α

+
在 ( )0,j∈ ∞ 上市有界并且单调的，有 Dieichlet 判别法可知， �

( )1

i

j
α

+
在 ( )0,j∈ ∞ 上是一致收敛的。 

若 0ic < ，根据 �
( )1

i

j
α

+
的形式知：�

( )0
0i

i
i

c
α

λ
= < ，由于 � ( ) � ( ) � ( )02 1

0 0i i iσ α α α
∞

> ⇒ < << <� ，故 �
( )1

i

j
α

+
在 

( )0,j∈ ∞ 上是有界并且单调的，有 Dieichlet 判别法可知， �
( )1

i

j
α

+
在 ( )0,j∈ ∞ 上是一致收敛的。 

综上所知： �
( )1

i

j
α

+
在 ( )0,j∈ ∞ 上是一致收敛的，迭代式 �

( )1

i

j
α

+
必然有解。 

于是，令 �
( ) �

i iα α
∞
= ，则式(C)可以写成如下形式： 

�
�

� 2 2

2

,i i
i

i i

c α
α

λ α σ
=

+
                                   (D) 

解式(D)得： 

�

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

0, 0 4 0,

4
, 0, 4 0,

2

4
, 0, 4 0.

2

i i i

i i i
i i i

i i

i i i
i i i

i

c c

c c
c c

c c
c c

λσ

λσ
λσ

α λ

λσ
λσ

λ

 = − ≥

 + −

> − ≥= 


+ −
< − ≥



或

 

又因为 ˆ ˆβ φα= ，故该方法直接给出了直接解改进广义岭估计参数的方式。本节将游、王和刘(2002) [1]
提出的 DSGRE 在改进广义岭估计中应用，推导过程验证，也是适用的。 

4. 实例探究 

基于第 3 节中对于改进广义岭估计的研究，本节将采用该方法对于中蒙俄贸易数据进行回归分析，

在广义岭估计的基础上引入修正参数形成改进广义岭估计，训练相应的模型对总体数据进行更加精确地

拟合。 

4.1. 算法 

① 对 X 的每一列进行中心化后再求绝对值得到 ( )ij j
ij

A x x= − ； 

② 对 ij jx x− 按列进行排序，得到新的排序矩阵 B； 
③ 找到排序矩阵每一列的 a%分位数 jaQ ，这里不妨取 a = 95； 
④ 通过判别函数将每一列小于对应这一列 a%分位数 jaQ 的元素重置为 0，大于 jaQ 的元素则保留得

到矩阵 E； 
⑤ A 中每个元素取绝对值得到矩阵 C，用 A 点除 C 得到矩阵 D； 
⑥ 所以 .*ZR Z E D= − ， .*XR X E D= − ，其中的.*为 MATLAB 中的点乘语句； 
⑦ 最后将 ZR 和 XR 进行标准中心化，任用 ZR 和 XR 表示。 

4.2. 改进广义岭估计参数 β̂  

利用上述算法对相关参数直接求解： 

( )T1 51.0 118.2 147.7 103.8 113.4 126.7 45.8 15.1 22.0 14.6 ,ic = −  
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( )T2 59.21 36.1 142.3 125.9 48.8 125.9 37.4 13.2 28.5 35.9 ,ic = − −  

( )T1 5.0 44.7 80.6 101.2 196.0 270.6 309.3 330.7 623.8 1194.1 ,iλ =  

( )T2 5.2 6.3 45.5 84.5 263.6 274.4 320.5 344.8 621.7 1193 2 ..iλ = . 

最后被估的回归系数为： 

� ( )Tˆ1 0 0.17 0.05 0.08 0.021 0.25 0.22 0.05 0 0 0 ,β φα= = − − − −  

� ( )Tˆ2 0 0.04 0.17 0.08 0.021 0.24 0.12 0.16 0.1 0.04 0 0 0 .β φα= = − − −  

从回归系数来看，对于响应变量 1Y 来说， 1X 、 10X 、 12X 、 14X 的系数为 0，与 1Y 不存在线性关系，

其余变量在线性回归中对 1Y 起着决定性作用。对于响应变量 2Y 来说 1X 、 11X 、 13X 、 15X 与 2Y 几乎没有

线性关系，其余变量决定 2Y 的线性回归。 

5. 结论 

本文我们对广义岭估计进行了适当的改进，加入了修正参数，这使得岭估计在当数据存在部分异常

点时，具有一定的稳健性。同时我们将中蒙俄的贸易数据引入到本文中，对改进广义岭估计进行了实例

探究，从结果发现，改进广义岭估计能够估出线性回归系数。我们还将其结果与现有的岭估计、主成分

回归、最小二乘法进行了比较，改进广义岭估计估计的结果具有最小的均方误差。岭估计、主成分回归、

逐步回归是较为成熟的方法，其估计结果我们没有在文中给出。 
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