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摘  要 

本文利用分割水平集的技巧，借助于非增重排理论和O’Neil’s引理，把Moser-Trudinger不等式推广到双

曲空间，所得结果推广和改进了近期的相应结果。 
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Abstract 
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双曲空间 nH 当 2n ≥ 时是完备的，结合黎曼流形知识，截面曲率是常数-1，即：给定是维数以后，

任意两个这样的空间是等距的[1]，双曲空间 nH 中有大量的模空空间，但是，最重要的一类模空间是等

分空间模，也就是 Poincaré 模，即双曲空间或者 Lorentz 模。在涉及到旋转对称的时候，Poincaré 球模极

其有用，下面，我们利用 Poincaré 球模讨论问题，给定 2n ≥ ，我们用 nB 来表示 nR 中中心在原点的单位

球。双曲空间中的 Poincaré 球模是单位球 nB 赋予下面的距离 

( ) 2 2
2

1

4
1

n

i
i

g x dx
x =

=
−

∑ . 

与黎曼距离相匹配的体积元是 

( )22

2d d
1

n

gVlo x
x

=
−

. 

设 nx B∈ ，用 ( ) ( )
1

,0 ln
1

x
x d x

x
ρ

+
= =

−
，表示从 x 到 0 的测地距离， 0r > 时，用 ( )0,gB r 表示球心在原点 

半径为 0r > 的测地开球。仍然用∇表示 nR 中 Euclidean 梯度，同时用 .,. 表示 nR 中的标准内积，相对于

距离 g，在任何切向空间中，双曲梯度 g∇ 和内积 .,. g 为如下形式： 

( )
( )

22

22

1 4,  .,. .,.
4 1

g g

x

x

−
∇ = ∇ =

−
. 

为简单起见，对 nH 里的光滑函数 u，我们用 ,g g gg g
u u u∇ = ∇ ∇ ，因此有如下的关系  

0d dn n

n n
g gB Bg
u V l u x∇ = ∇∫ ∫ .                              (1.1) 

结合(4.1.1)，我们知道到 Sobolev 空间是 ( )0
nC B∞ 完备的形式，当定义在 Poincaré 球模上的空间 ( )1,

0
n nW B

被赋予范数 ( )
1

n
n n

B
u∇∫ 时，我们把它表示为 ( )1,n nW B 。 ( )1,

0
n nW B 里径向组成对称的函数构成的子空间我

们用 ( )1,
0,

n n
nW B 表示。 

众所周知，双曲空间 nH 中的对称问题是个很重要的问题。现在，我们来回忆一些双曲空间的重排理

论。设 : nu H R→ 表示下面的函数： 

( ){ }( ) ( ){ }0 0:
: d ,  0n

n
g gx H u x t

V l x H u x t V l t
∈ >

∈ > = < ∞ ∀ >∫ . 

对上面的函数 u，它的分布函数用 uµ 表示，定义为 

( ){ }( )0 : ,  0n
u gV l x H u x t tµ = ∈ > > . 

函数 ( ) ( )0, ut tµ∞ ∋ → 是非增右连续的。那么 u 的非增重排函数u∗定义为 

( ) ( ){ }sup 0 : uu t s s tµ∗ = > > . 
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注意到 ( ) ( )0, t u t∗∞ ∋ → 是非增的，现在定义 u 径向非增重排函数 #
gu 为 

( )( )( )( )#
0 0, ,  n

g g gu u V l B x x Bρ∗= ∈ .                          (1.2) 

我们再定义一个 nR 上的函数 #
eu ： 

( )# ,  n n
g nu u x x Bσ∗= ∈ .                               (1.3) 

这里 nσ 表示 R 中单位球的体积，因为 # #, ,g eu u u 都有同样的非增重排函数，对任意的非增函数

[ ) [ ): 0, 0,Φ ∞ → ∞ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )# #
0 0 0

d d d dn n ng g g EB B R
u V l u V l u x u t t

∞ ∗Φ = Φ = Φ = Φ∫ ∫ ∫ ∫ .              (1.4) 

这个不等式是两次变换替换的结果，但是，由 Pólya-Szego 原则，有 
#

0 0d dn n

n n
g g g g gB B gg
u V l u V l∇ ≤ ∇∫ ∫ . 

引理 1. 设 2n > ，对任意的
10 , 0

nn n
n

λ β− ≤ ≤ < < 
 

，那么对所有的 

( )0 ,,
: 1

n nn
g n gn g

u C B u uλ∞∈ ∇ − ≤ ，有 

( )

11
d

,n

n
nn

gB

u
Vol

Jβ

βφ α
α

ρ θ ρ

−
  −     < ∞∫ . 

这里， ( )
11 sinhln ,  ,

1

nx
J

x
ρρ θ ρ

ρ

−+  
= =  −  

。 

证明：参考 Lam 和 Lu 等人[2] [3] [4] [5] [6]使用分割水平集的方法，设 ( ) ( ){ }, 1nu x B u xΩ = ∈ ≥ ，

则有如下不等式 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1

\

1 exp 1 1
d d d

, , ,
n

n n n
n n nn n n n n

B u u

u u u
V V V

x J x J x J
I II

β β ββ

β β βφ α α φ α
α α α

ρ θ ρ ρ θ ρ ρ θ ρ

− − −

Ω Ω

          − − −                    ≤ +

≤ +

∫ ∫ ∫      (1.5) 

对于 II，我们需要一个简单而又有技巧的工具，简单验证可知，函数 ( ),J θ ρ 关于 ρ 的单调递减的函数，

而且 ( ) ( ), ,0 1J Jθ ρ θ≥ = ，设 ( )
( ) ( )

1
,

g
x Jβρ

ρ θ ρ
= ，则 ( ) ,  0

1

n

n

ntg t t

β

ω
∗  

= > − 
。因此有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ } { } ( ){ } { }

( ){ } { } ( ){ } { }

{ } { }

1

\ \ 1 1

1 1

3

0 1

1
d d d d

,

1 d d

sinh 1d d
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n n
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u n
u u

n

u
u u un V V V V
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u
V V

x x

t t u V C
t u

β β β ββ ρ ρ

β βρ ρ

β β ρ

βφ α

ρ θ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

−

Ω Ω < ≤ < ≥

< ≤ < ≥

< ≥

  −     < < +

< +

< + ≤

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

 



 





 

对于不等式 I，由重排理论得 
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( ) ( )( )

1exp( 1

,

n
nn

u

u

x Jβ

βα
α

ρ θ ρ

−

Ω

 − 
 ∫ . 

类似于[7]和[8]，令
1 1

2n
gv uλ

 
= ∇ −  
 

，那么 1n

n

B
v ≤∫ ，把 u 写成位势形式： 

1

1

n

n
gu u vλ ϕ

 
= ∗ ∇ − = ∗  

 
 

由 O’Neil’s 引理[9]和变量替换，经过简单计算可得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0

1
0

1
1 10 0 0 0

e e 1
1 10 0 0 0 e

0

0

exp 1 d

1exp 1 d d d d

1exp 1 d d d d
e

e

t t

t

n
nn

n
t t n

n

n
n

n t

F

I u t g t t
n

v s s s s v s s s g t t
n t

v s s s s v s s s g t t
n

β α

β α ϕ ϕ

β α ϕ ϕ
− −

−

Ω ∗ ∗−

Ω ∞∗ ∗ ∗ ∗ ∗−

Ω +∞ Ω Ω ∞∗ ∗ ∗ ∗ ∗−
− Ω

−

  = −  
  

  ≤ − +     
  ≤ − +   Ω  

= Ω

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( )
0

dt t
+∞

∫

 

这里 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0

e e 1
1 1 00 0 e

0

11 d d d ln e
e

t t

t

n
tn

n tF t t v s s s s v s s s gβ α ϕ ϕ
α

− −

−

Ω Ω ∞∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −−
− Ω

 = − − + − Ω  Ω  ∫ ∫ ∫  

令  

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 1 0

e e ,

e e

t t

t t
n

t v

t

ψ

ϕ α ϕ

− ∗ −

− ∗ −

= Ω Ω

= Ω Ω
 

则 ( )F t 可以表示成如下的形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1
2 2

0

1
0

1 e e d e d d ln e

1 , d ln e

n
s s ntt t

t t

n
n t

F t t s s s s s s s g
n

t a s t s s g
n

β ψ ϕ ψ ϕ

β ϕ

−− −∞ ∞ ∗ −

−∞

+∞ − ∗ −

−∞

  = − − + − Ω     

 = − − − Ω 
 

∫ ∫ ∫

∫

 

令 ( ),a s t 为如下形式 

( )
( )

( )2 2

,  
,

e e d e ,  
r s

t
t

s s t
a s t

r r s t

ϕ

ϕ
− −∞

<


=  
>   

 
∫

 

下面我们需要证明 ( )
0

e dF t t C
+∞ − <∫ 。这里的 C 是ϕ 有关的常数。(从现在开始，我们统一用 C 表示某

个合适的正常数，可能行与行之间是不同的数)。现在，我们需要证明： 
1) 存在与ϕ 有关的常数满足 ( )0inft F t C≥ ≥ − ； 
2) 设 ( ){ }0 :E t F tλ λ= ≥ ≤ ，那么存在依赖于ϕ 的两个常数 1C 和 2C 满足 
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1 2E C Cλ λ≤ + . 

参考[7]中引理 5.1 的方法可知 

( ) ( )( ) 1, d
n

ns t s s t Cα ψ
+∞ −

−∞
≤ +∫ . 

这里的 C 是与ϕ 有关的常数，结合 ( )
1

n

n

ntg t

β

ω
∗

−

 
≤  
 

可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1
0

0

1

0

1

1 , d ln e

1 ln

1 ln

n
n t

n

n

F t t a s t s s g
n

n
t t C t

n n

n
n n

C

β ψ

β β
ω

β β
ω

+∞ − ∗ −

−∞

−

−

 = − − − Ω 
 

 Ω ≥ − − + + −  
   

Ω = − + 
 

=

∫

 

1) 得证 
下面，我们证明 2)。设 0R > ，不失一般性，假设 [ ),E Rλ φ∞ ≠ 。设 [ )1 2, ,t t E Rλ φ∈ ∞ ≠ ，并且 1 2t t> 。

那么，经过计算可得： 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

1
2 0

1 0
2

3

1 , d ln e

1 , d ln

n
n t

n
n

t a s t s s g
n

n
a s t s s t

n n

βλ ψ

β βψ
ω

+∞ − ∗ −

−∞

+∞ −

−∞

 − ≤ − + Ω 
 

 Ω ≤ − − −  
   

∫

∫
 

因此 

( ) ( )( ) 1 0
2 2

3

1 , d ln
n

n n
t a s t s s t

n n
β βλ ψ

ω
+∞ −

−∞

 Ω − ≤ − − −  
   

∫  

后续计算完全类似于文献[10]的方法，此处我们略去这些计算。 

定理 1. 设 2, 0n nβ≥ ≤ ≤ ，则对任意的
10

nn
n

λ − ≤ ≤  
 

， 

( )1,
,,

1

0
, 1

1
sup dn

n nn n
g n gn g

n
nn n

gB
u W H u u

u
n

V lβ
λ

βφ α

ρ

−

∈ ∇ − ≤

  −     < ∞∫                   (1.6) 

成立，而且，当 nα α> 时，上式取不到上确界。 
证明：由[11]可知 

( ) [ ]
( )

( )1 , 0,1

1 1 11 , 1
,nR

J C
J Jβ β βθ ρ

θ ρ
ρ ρ θ ρ ρ θ ρ−∈ ∈

 
≤ + ⋅ ≤ +  

 ,
. 

则 
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( )

( )

1

0

# 1

0

# 1

# 1
0 0

1
d

1
d

1
d 1 d

n

n

n n

n
nn n

gB

n
n

n n g

gB

n
n

n n g n
n

g n n g gB B

u
n V l

u x
n

V l

u
n

c V l C u V l
n

C I II

β

β

β

βφ α

ρ

βφ α

ρ

βφ α
βφ α

ρ

−

−

−

−

  −    

  −  
  ≤

  −        ≤ + −  
  

= +

∫

∫

∫ ∫

 

由引理 1 可得 I C≤ ，由[12]中定理 1 可得 II C≤ 。 

注意到，定理(1)中的 λ 达不到
1 nn

n
− 

 
 

，一个很自然的问题是什么条件下 λ 可以取到
1 nn

n
− 

 
 

，下面

的定理 2 给出了回答。 
定理 2：设 2n ≥ ， 0 nβ< < ，则当 nα α< 时 

( )
( )

1,
,,

1

0 , ,1, 1

1
sup dn

n nn n
g n gn g

n
nn

n n
g n g n gBnu W H u u

n

u
n

V l C u uβ
β

βφ α

ρ

−

−

−
∈ ∇ − ≤

  −     ≤ +∫             (1.7) 

成立。 
证明： 

( )

( ) ( ) ( )
( )

1

0
1

1 1

0 0
1 1

1 2

1
d

1

1 1
d d

1 , 1

n

n n

n
nn

gnB
n

n n
n nn n

g gn nB B
n n

u
n V l

u

u u
n nC V l C V l

u J u

C I I

β

β

βφ α

ρ

β βφ α φ α

ρ θ ρ

−

−

− −

− −

  −    

+

      − −            ≤ +
+ +

= +

∫

∫ ∫  

由[13]中 Adachi-Tabaka 不等式可知，如果 ( )1,
,,

1, 1
n

n nn n
g n gn g

nu W B u u
n
− ∈ ∇ − ≤ 

 
，当 nα α< 时有 

( )

( )

1

2 0
1

1

0
1

,

1
d

1

d
1

n

n

n
n

gnB
n

n
n

gnB
n

n
n g

u
n

I V l
u

u
V l

u

u

βφ α

φ α

−

−

−

−

  −    =
+

 
 
 ≤
+

≤

∫

∫  
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( )
1

sinh,
n

J ρθ ρ
ρ

−
 

=  
 

， 令 ( )
( )
1

,
g

Jβρ
ρ θ ρ

= 那 么 ( )
1

n

n

ntg t

β

ω

−

∗

−

 
=  
 

， 再 令 ( ) 1h x
x β= ， 那 么

( )
1

n

n

nth t

β

ω

−

∗

−

 
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 

，由 1.4 和[14]可得当 nα α≤ 时 
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#
1

1
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#
1

1# 1

#

,

1
d

1

1
d

1

n

n

n
n

n e

nR
n

e

n
n
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因此， 
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我们注意到：当 0, 0λ β= = 时，定理 1包含Moser-Trudinger不等式。(1.4)作为特殊情况之一；当 0β = 时，

定理 1 是[12]中定理 1.1 改进的形式，而且，根据(1.4)中常数的最佳性质，可以知道(1.7)中 1n n
βα  − 

 
也

是最佳的。在断点情况，即当
1 nn

n
λ − =  

 
时，(1.7)中的上确界是取不到，此情形下，[14] [15]把

Hardy-Moser-Trudinger 不等式从[16]的二维空间推广到了任意维数空间。 
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