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摘  要 

导数微分是微积分中有力的计算工具，占有极其重要的地位。本文通过讨论几类导数微分(普通导数微分、

单向导数，Fréchet导数微分和Gâteaux导数微分)的概念，并赋予一些例子对它们进行说明。最后，分

析这几类微分之间的关系及通用计算方法，补充弱导数和一些应用。 
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Abstract 
Derivative differential calculus is a powerful tool for calculating in the differential and integral 
calculus, which has an extremely important position. By discussing the concepts of several types of 
derivative differentials (ordinary derivative differential, one-way derivative, Fréchet’s derivative 
differentials and Gâteaux’s derivatives and differential), meanwhile, some examples were given. 
Finally, it analyzed the relationships among these several differentials and their general algorithm, 
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and supplemented weak derivatives and some applications. 
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1. 引言 

微分和导数在微积分中有着重要地位，众所周知对于一元函数微分和导数是等价的，而且由微分和

导数可以得出很多好的性质和基本初等函数运算法则，其在各个学科都有应用，特别是工程的许多问题

上，需要将这些问题的状态规律或者数据性质等表述为函数，而研究函数特性的一个有力工具便是微分

中值定理(即 Lagrange 中值定理)，而中值定理[1]盘活整个微积分，有着丰富的应用，由于它本身公式中

有导数，而导数用极限来定义，所以产生极限论，另外可用该定理证 Newton-Leibliz 公式，极值问题及

凹凸问题等，对于比微积分中更一般的 Fréchet 微分和 Gâteaux 微分，也具有广泛的应用。文献[2]中讨论

了一类特殊的局部凸空间中引进拟-Fréchet 微分的概念，同时进行某种推广。文献[3]通过基于 Gâteaux
微分的混合有限元公式，分析粘弹性基尔霍夫板的准静态响应。关于弱导数，它在偏微分方程中占据重

要地位，关于其研究也是在数学中关注的重点内容，可通过弱导数定义弱解，根据文献[4]，通过弱导数

的方法，讨论了对二阶非线性椭圆型方程弱解进行估计。从上述文献可以了解到各种导数微分在各领域

的应用很广，但它们之间的关系及通用算法方面的研究较少。 

2. 几种导数微分的定义 

对某一函数，寻找一种方法，当自变量和因变量的改变量都很小时，能简便而又比较精确的地估计

出这个改变量，这是微分的原始思想，而在深层次微分的思想是对非线性对应关系在局部的线性化。 
定义 2.1 [5]设 0x 为函数 ( )y f x= 定义域中的一点，若存在一个数 ( )0g x ，使得当 0x∆ → 时下述关系

式恒成立， ( ) ( )0y g x x xο∆ = ∆ + ∆ ，则称 ( )f x 在 0x 处的微分存在，或称 ( )f x 在 0x 处可微。其中 ( )0g x 只

与 0x 有关，而与 x∆ 无关。其中 x∆ 表示 x 关于 0x 的增量，即 0x x x∆ = − ，此时 0y y y∆ = − 。 
定义 2.2 [5]对函数 ( )y f x= ，若在其定义域中的一点 0x 处极限 

( ) ( )0 0

0 0
lim lim
x x

f x x f xy
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
=

∆ ∆
 

存在，则称 ( )f x 在 0x 处可导，且这个极限值称为 ( )f x 在 0x 处的导数，记作 ( )0f x′ 。 

( )f x 在 0x 处的导数的等价定义如下 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
 

因为 ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
′ =

−
，由极限存在的定义，函数 ( )f x 在 0x 可导的充分必要条件是左极限 
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( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
x

f x x f x
f x

x− ∆ → −

+ ∆ −
′ =

∆
 

和右极限 

( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
x

f x x f x
f x

x+ ∆ → +

+ ∆ −
′ =

∆
 

存在且 ( ) ( )0 0f x f x− +′ ′= ，并且 ( )f x 在 0x 处要有定义，则称 ( )0f x−′ 为 ( )f x 在 0x 处的左导数，而 ( )0f x+′ 为

( )f x 在 0x 处的右导数。 
用定义法求导数的步骤： 
Step1：求增量 ( ) ( )0 0y f x x f x∆ = + ∆ − ； 

Step2：作比值
y
x

∆
∆

； 

Step3：取极限 ( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
x

f x x f x
f x

x∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
。 

对分段函数在分段点处的导数，要首先先求出左导数和右导数，再确定是否可导。 
例 2.1 对函数 ( )f x x= ，取 ( ),x∈ −∞ +∞ ，考虑它在 0x = 处可导情况。 
解 由题知可分为两类情况讨论： 

当 0x < 时， ( )f x x x= = − ，可知 ( )f x 在 0x = 处的左导数为 ( )
0

0 lim 1
x

xf
x− ∆ → −

−∆′ = = −
∆

，而当 0x > ，

( )f x x x= = ，可知 ( )f x 在 0x = 处的右导数为 ( )
0

0 lim 1
x

xf
x+ ∆ → +

∆′ = =
∆

，可知函数 ( )f x x= 在 0x = 处的左

右导数都存在，但左右导数不相等，从而易知它在 0x = 处不可导。 
下面讨论比微积分中更一般的两个微分的概念，即 Fréchet 微分和 Gâteaux 微分，并举例说明。Fréchet

微分，它是微积分中多元函数的全微分概念的推广，同时也是应用最为广泛的一种微分。 
定义 2.3 [6]设 X 与 Y 为赋范线性空间，D X⊂ 是开集，称映射 :f D Y→ 在 D 中某一点 0x 处 Fréchet

可微指：如果存在有界线性算子 ( )0 :A A x X Y= → ，使得对任意的 h X∈ 及 0x h D+ ∈ ，有 

( ) ( ) ( )0 0 0 ,f x h f x Ah x hω+ − = +  

其中 ( ) ( )0 ,x h hω ο= ，即余项ω 满足：
( )0

0

,
lim 0

X

Y
h

X

x h
h

ω
→

= ，并且称 Ah 为 f 在 0x 处的 Fréchet 微分，记

为 ( )( )0d f x h ，线性算子 A 称为 f 在 0x 处的 Fréchet 导算子。记为 ( )0f x′ 。 

通常，可以直接验证 Fréchet 导算子满足下边的几条性质： 
唯一性；线性性，即 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 1 0 2 0f f x f x f xα β α β′ ′ ′+ = + 。 
称常值映射的导算子为 0 算子，有界线性算子的导算子为其本身。在有限维空间中，通常的多元映

射的 Jacobi 矩阵为映射的 Fréchet 导数。对于多元函数，Fréchet 导数即为梯度，对于单变量，Fréchet 导
数即为普通导数。 

定理 2.1 [7] [8] (链式法则)设Banach空间X，Y，Z，开集 1D X⊂ ， 2D Y⊂ ，映射 1:f D Y→ ， 2:g D Z→ ，

( )1 2f D D⊂ 。若 f 在 0 1x D∈ ，g 在点 ( )0 0y f x= 处 Fréchet 可微，则复合映射 g f 在点 0x 处 Fréchet 可微，

且 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0g f x g y f x′ ′ ′=  。 
下述给出链式法则求解的例子。 
例 2.2 设 ( ){ }, ,

X
X ⋅ ⋅ 和 ( ){ }, ,

H
H ⋅ ⋅ 为 Hilbert 空间，且 z H∈ 固定。存在有界线性算子 A，考虑函数 

:zE g f X= → ， ( ) 2
z HE x xA z= − ， 
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此时，有 ( ) ( )( )zE x g f x= ，其中 

( ) 2

Hg y y= ， ( )f x zAx= − ， 

由任意的 Hilbert 空间 H 中， ( ) 2

Hg y y= 是 Fréchet 可微的，则易知 

( ) ( )2 ,
H

g y y h′ = ， ( )f x h Ah′ = ， 

由链式法则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 , 2 , 2 ,
HH X

E x h g f x f x h y f x h Ax z Ah A Ax z h∗′ ′ ′= = = − = −  

其中， A∗为 A 伴随算子。 
下面引入 Gâteaux 微分的概念，它比 Fréchet 微分更弱，且也是微积分知识中方向导数概念的推广。 
定义 2.4 [7]设 D X⊂ 为开集，映射 :f D Y→ ，如果对每一 h X∈ ，极限 

( ) ( )0 0

0
lim
t

f x th f x
t→

+ −
 

存在，则称 f 在 0x 处 Gâteaux 可微，或简称 G-可微，且称上述极限为 f 在 0x 处沿方向 h 的 Gâteaux 微分，

记为 ( )( )0D f x h ，即 

( )( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
t

f x th f x
D f x h

t→

+ −
= 。 

注 f 在 0x 处沿方向 h 的 Gâteaux 微分唯一，而且 Gâteaux 微分也具有线性运算性质。 
例 2.3 在 Hilbert 空间 H 上范数的平方。取 ( ){ }, ,

H
H ⋅ ⋅ 是一个具有标准范数 H⋅ 的实 Hilbert 空间，确

定函数 :f H →的 Gâteaux 导数 ( ) 2

Hf x x= ，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
22

2 2

0 0 0

2 ,1 1lim lim lim 2 ,HH
H H Ht t t

t x h t h
f x th f x x th x x h

t t t→ → →

+
+ − = + − = =  

因此 ( ) ( )2 ,
H

f x h x h′ = 。 
在Riesz表示定理[9]的意义上，将H 与其对偶空间 H ∗ 等同，则有 ( ) 2

Hf x x= 的简单公式 ( ) 2f x x′ = ，

将 H 中某一个元素所得结果 ( )f x′ 称为 f 的梯度，因此，可以区分由 ( ) ( )2 ,
H

f x h x h′ = 法则和 ( ) 2f x x′ = 法

则给出的导数。 

3. 几种导数微分之间的关系 

3.1. 几种导数微分的关系 

这里将主要介绍微积分中的导数微分、单侧导数、Fréchet 微分及 Gâteaux 微分四者之间的关系。

Fréchet 微分及 Gâteaux 微分是非线性映射中两种常见的微分，Gâteaux 微分是弱微分，而 Fréchet 微分是

强微分，这两种微分分别是微积分中的方向导数和全微分在无穷维上的推广，这两种微分和微积分中的

微分一样可微和可导等价。 
下面将探讨一下四者之间有何关系。 
对于基础微积分中的微分，定义 :f → ，即欧氏空间中，而 Fréchet 微分及 Gâteaux 微分，在泛

函中的微分，定义 :f X Y→ ，X，Y 为赋范线性空间。可知所定义的空间发生变化，从而易知只要定义

的空间转变，可相互转化，泛函中的微分是微积分中微分的推广，微积分中讨论比较具体的微分，泛函

所讨论的微分更一般化。下面来重点讨论 Fréchet 可微和 Gâteaux 可微的关系。 
因为 Gâteaux 微分是比 Fréchet 微分更弱的微分，则不难得出 Fréchet 可微可以推导出 Gâteaux 可微，
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而 Gâteaux 可微不足以保证 Fréchet 可微。而且在微积分普通导数中，有单向导数的说法，但是在 Fréchet
微分及 Gâteaux 微分中没有单向导数的说法。 

定理 3.1.1 [7]设 D X∈ 是开集，映射 :f D Y→ ， 0x D∈ ，若 f 在点 0x 处 Fréchet 可微，则 f 在点 0x 处

必具有有界线性的 Gâteaux 微分，且满足 

( ) ( )0 0D f x h d f x h   =     

即 f 在点 0x 的 Fréchet 导算子和 Gâteaux 导算子相等，均用 ( )0f x′ 表示。 
例 3.1.1 考虑映射 2:f → ， 

( )
21 if and 0

,
0 otherwise

y x x
f x y

 = ≠
= 


 

这个函数在原点是 Gâteaux 可微的，而它在原点都不连续，更不用说 Fréchet 可微。 
考虑 f 在点 0x 处有有界线性的 Gâteaux 微分，能否推出 f 在点 0x 处 Fréchet 可微，答案是否定的。 
例 3.1.2 设 2:f → 具有下列形式 

( )
( )

( )

3
1 2

1 2 4 2
1 2

0,0
,

0 0,0

x xx x x
x xf x y

x


+ + ≠ += 

 =

 

则 f 在 ( )0,0x = 处 Gâteaux 可微，且具有有界线性性的 Gâteaux 微分： 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20 0 1,1 ,D f h f h h h h h′= = + = ⋅  

但是 f 在 ( )0,0x = 处不 Fréchet 可微。 
可知还需要加条件才能保证 Fréchet 可微，因此，在下述推论 3.1.1 将给出 Gâteaux 微分推出 Fréchet

可微的条件。 
推论 3.1.1 [7]称 f 在点 0x 处 Fréchet 可微。如果 f 在点 0x 处具有有界线性的 Gâteaux 微分，且 Gâteaux

导映射 Df 在 0x 点连续。 

3.2. 导数微分的通用求法 

导数和微分是微积分中有力的计算工具，不定积分是其逆运算，通常是只知道某一个函数的导数和

微分，通过计算，将这个函数“复原”出来。上述已经讨论了几种导数微分的定义，某一些性质及关系等，

下面讨论导数微分及 Fréchet 微分及 Gâteaux 微分的通用求法。 
关于导数的通用算法，通过前面几种导数的定义可知，只要已知各种导数的存在性之后，各种导数

的形式便可以由下述式子导出： 

( ) ( ) ( )
0

lim
t

F x th F x
g x

t→

+ −
′ =  

即此式子为导数的通用公式。一维情形时记 1h = ，表示的是普通导数。下面举例说明。 
例 3.2.1 函数在某一点处取值。取 [ ]0,1X C= ，通过 ( )( ) ( )( )cos 1f x x⋅ = ，我们定义 :f X →。设

( )h h u= 是 [ ]0,1C 中另一元素，计算 f 在 ( )x ⋅ 处沿 ( )h ⋅ 方向上的方向导数。 
解 记 ( )δ ⋅ 为函数或者泛函的微分，由 Gâteaux 微分的定义可知 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

00 0

0

1 1 dlim lim cos 1 1 cos 1 cos 1 1
d

sin 1 1 1 sin 1 1

tt t

t

f x th x th x x th
t t t

x th h x h

=→ →

=

+ = + − = +

= − + = −
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因此， ( ) ( )( ) ( ), sin 1 1f x h x hδ = − 。映射 ( ) ( )( ) ( )sin 1 1h x h⋅ − 关于 [ ]0,1h C∈ 是线性和连续的，则在任意

点 x X∈ 都存在 Gâteaux 导数 ( )f x′ ，且满足 ( ) ( )( ) ( )sin 1 1f x h x h′ = −  
注 例 3.2.1 中，没有参考增量 h 就不可能表达 ( )f x′ ，因此要注意 ( )f x X ∗′ ∈ 的计算法则。 

4. 对前述问题的补充——弱导数 

本节将把函数求偏导数的运算扩展，使得对一些按通常意义不能求偏导数的函数按扩展了的意义可

以求偏导数。 
定义 4.1 [10] [11]设 u 是定义在开集 nRΩ⊆ 上的局部可积函数，α 为 n 重指标，m 为正整数。若存

在Ω上的局部可积函数 v，使对任意 ( )0Cϕ ∞∈ Ω ，下述等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 d du x x x v x x xα αϕ ϕ
Ω Ω

− ∂ =∫ ∫  

成立，则称 v 为 u 的α 阶弱导数，记作 v uα= ∂ 。如果对所有 mα ≤ ，u 在Ω上都有α 阶弱导数，则称 u
在Ω上 m 阶弱可微。这里用符号 ( )mW Ω 表示由全体在Ω上 m 阶弱可微的函数组成的集合。 

定理 4.1 [10] [12]设 u，v 都是开集 nRΩ⊆ 上的两个局部可积函数，则有下述结论： 
1) 若对任意非负的 ( )0Cϕ ∞∈ Ω 都成立 

( ) ( ) ( ) ( )d du x x x v x x xϕ ϕ
Ω Ω

≥∫ ∫ ， 

则 ( ) ( )u x v x≥ ，a.e. x∈Ω； 
2) 若对任意非负的 ( )0Cϕ ∞∈ Ω 都成立 

( ) ( ) ( ) ( )d du x x x v x x xϕ ϕ
Ω Ω

=∫ ∫ ， 

则 ( ) ( )u x v x= ，a.e. x∈Ω。 
上述等式恒等于零时得到变分法基本引理[8]。由于几乎处处相等的函数看作是相同的函数，所以根

据上述定理 4.1 知，如果局部可积函数有α 阶弱导数，则易知其α 阶弱导数是唯一的。另外，运用分部

积分公式可看出，在Ω上m 阶连续可微的函数必在Ω上m 阶弱可微，即 ( ) ( )m mC WΩ ⊆ Ω ，且当 ( )mu C∈ Ω

时，对任意 mα ≤ ，u 在Ω上的α 阶弱导数 uα∂ 与其通常意义的α 阶偏导数是一致的。 
例 4.1 考虑函数 ( )u x x= ，取 ( )1,1x∈ − ，由例 1.1 易知函数 ( )u x 在 ( )1,1x∈ − 不可导，即没有连续导

数，但是在 ( )1,1− 中有弱导数 

( ) ( )( ) 1         0
1       0

x
v x D u x

x
>

= = − <
 

此时得到的函数 ( )v x 在 ( )1,1− 中没有弱导数。 
弱导运算中有一个很重要的性质，就是它与函数列在很弱意义下的极限运算可以交换次序。 
推论 4.1 [10]设在开集 nRΩ⊆ 上的局部可积函数列定义为 ( )1,2,ku k =  ，而 u，v 是Ω上的局部可积

函数，α 是 n 重指标。设每个 ku 都在Ω上有α 阶弱导数 ( )1,2,ku kα∂ =  且对任意开集U ⊂⊂Ω成立 

( )1lim 0k L Uk
u u

→∞
− = 和

( )1lim 0k L Uk
u vα

→∞
∂ − = ， 

则 u 在Ω上的α 阶弱导数，且 u vα∂ = 。 
下面的定理说明，尽管求弱导数的运算比求普通意义的偏导数的运算弱很多，但可用通常意义的偏

导数按 1L 范数局部逼近弱导数，从而以上推论在某种意义上逆命题成立。 
定理 4.2 [10]若开集 nRΩ⊆ 上局部可积函数 u 是在 Ω 上的 α 阶弱导数，则存在函数列

( )( )1,2,ku C k∞∈ Ω =  ，使对任意开集U ⊂⊂Ω，下述式子 
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( )1lim 0k L Uk
u u

→∞
− = 和

( )1lim 0k L Uk
u uα α

→∞
∂ − ∂ = ， 

成立，进一步如果 ( )mu W∈ Ω ，那么函数列 ( )( )1,2,ku C k∞∈ Ω =  可取得使对任意开集U ⊂⊂Ω和任意 n
重指标 mα ≤ ，可得以上两个等式都成立。 

弱导数应用广泛[13] [14]，涉及到各种边值问题解的存在性，工程逼近等。如何判断一个函数是否有

弱导数的问题在一定条件下可以转化为对这个函数的差商作积分估计的问题。对于某一个函数，有导数

一定有弱导数，但是有弱导数不一定有导数。 

5. 总结与运用 

本文研究了在微积分中的导数微分及 Fréchet 微分及 Gâteaux 微分的概念，应用案例分析及相互关系。

泛函中的微分是微积分中微分的推广。微积分中讨论的微分是比较具体的，泛函所讨论的微分更一般化，

因为 Gâteaux 微分是弱微分，而 Fréchet 微分是强微分，可知 Gâteaux 微分比 Fréchet 微分更弱，最后通过

分析总结，得出微积分中的微分与泛函中的微分，它们定义的空间发生变化，只要定义的空间转变，可

相互转化；Fréchet 可微可以推导出 Gâteaux 可微，而 Gâteaux 可微要保证连续性才能推出 Fréchet 可微。

而且在微积分普通导数中，有单向导数的说法，但是在 Fréchet 微分及 Gâteaux 微分中没有单向导数的说

法，最后补充弱导数的定义及其一些性质。 
下述是几种导数微分的一些应用： 
导数的应用：插值与拟合；当某一个函数的解析式比较复杂或只知函数表时，直接研究它比较困难，

通过逼近，引入多项式的插值问题。本节引入 n 次 Lagrange 插值公式[15]，即可表示为 

( ) ( )
( ) ( )0

n
n

n i
i i n i

w x
L x y

x x w x=

=
′−∑  

其中 0 1, , , nx x x 为插值节点， iy 为其相应的函数值，记 ( ) ( )
0

n

n j
j

w x x x
=

= −∏ ，则 ( ) ( )
0

n

n i j
j
j i

w x x x
=
≠

′ = −∏ 。特别

地，当 1n = 时，有线性插值公式 

( ) 01
1 0 1

0 1 1 0

x xx xp x y y
x x x x

−−
= × + ×

− −
 

当 2n = 时，有抛物插值公式 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

0 2 0 11 2
2 0 1 1

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

x x x x x x x xx x x x
p x y y y

x x x x x x x x x x x x
− − − −− −

= × + × + ×
− − − − − −

 

例 5.1 已知 100 10, 121 11, 144 12= = = ，用线性插值公式和抛物插值公式求 125 的近似值。 
解 线性插值公式：由题可取 0 1 0 1121, 144; 11, 12x x y y= = = = ，由上述线性插值公式，则得 

( )1 1
144 12111

121 144 144 121
x xp x y− −

= × + ×
− −

， ( )1125 125 11.17391p≈ = 。 

抛物插值公式： 
取 0 1 2 0 1 2100, 121, 144; 10, 11, 12x x x y y y= = = = = = ，由上述的抛物插值公式，则得 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )2

121 144 100 144 100 121
10 11 12

100 121 100 144 121 100 121 144 144 100 144 121
x x x x x x

p x
− − − − − −

= × + × + ×
− − − − − −

 

( )2125 125 11.18107p≈ = 。值得注意的是 125 11.1803398= ，上述两种插值所得的近似值分别达到 3
位和 4 位有效数值，且相对于线性插值公式，抛物插值公式所得值更加精确。 
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例 5.2 考虑拟合下列数据的最小二乘解。 
 

i 0 1 2 3 4 5 6 

xi 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 

yi 0.9 1.9 2.8 3.3 4.0 5.7 6.5 

 

解 在坐标平面上描出点 ( ),i ix y ， ( )0,1, ,6i =  ，分布大致成一直线，故设 ( ) 0 1s x a a x= + 。则 

( ) ( ) ( )
6 62

0 1 0 1
0 0

, i i i i
i i

a a s x y a a x yψ
= =

 = − = + − ∑ ∑  

故而 

( )

( )

6

0 1
00

6

0 1
01

0 2 1 0

0 2 0

i i
i

i i i
i

a a x y
a

a a x y x
a

ψ

ψ
=

=

∂ = ⇔ + − × =∂

∂ = ⇔ + − × =

∂

∑

∑
 

6 6 6

0 1
0 0 0
1 i i

i i i
a a x y

= = =

⇔ + =∑ ∑ ∑  

6 6 6
2

0 1
0 0 0

i i i i
i i i

a x a x y x
= = =

⇔ + =∑ ∑ ∑  

6 6 6

0 0 00
6 6 6

2 1

0 0 0

1 i i
i i i

i i i i
i i i

x y
a
a

x x y x

= = =

= = =

   
       ⇔ =     
   
   

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

即 

0

1

7 4.2 25.1
4.2 3.64 20.18

a
a

    
=    

    
 

则可得出 0 10.843, 4.57a a= = ，故 ( ) 0.843 4.57s x x∗ = + 为所求的最小二乘解。 
通过观察数据，预测函数的表达式，与插值法类似，进行数据拟合，与插值法不同的是插值时函数

必须通过所有点，而数据拟合的最小二乘法[15]不需要，只要求在最小二乘意义下最接近的所有数据点即

可。例 5.2 说明了一般形式的曲线拟合。 
涉及到导数的问题非常多，如文献[16] [17] [18] [19] [20]等，不仅用到各种导数，还涉及计算的问题。 
弱导数的应用：可以用来定义弱解[17] [18] [19] [20]；设Ω⊂ R 是有界区间， ( ), :h x t Ω× →R R 是关

于 t 的连续函数，考虑第一边值问题 

( ), ,     
0,                  

u h x u x
u x

′′− = ∈Ω


= ∈∂Ω
 

其中 ( )u u x= 表示待求函数，如果存在 ( )1
0u H∈ Ω ，使得对任意 ( )1

0Hϕ∈ Ω ，都有 

( ) ( ) ( ) ( )d , dv x x x x h x u xϕ ϕ
Ω Ω

′ = ⋅∫ ∫  

则称 ( )f x 为对应问题的弱解。其中 v(x)为 u(x)的一阶弱导数，记为 ( ) ( )u x v x′ = 。 
事实上，根据原方程左右两边同时乘以任意 ( )1

0Hϕ∈ Ω 再在 Ω 上积分，同时使用格林公式就得到弱
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解的定义式。 
G、F 导数的应用：将微分方程的弱解转化为对应泛函的临界点：在上述第一边值问题中，其弱解等

价于下面泛函的临界点： 

( ) ( )21 d , d
2

J u u x H x u x
Ω Ω

′= −∫ ∫ ， 

其中 ( ) ( )
0

, , d
u

H x u x t t= ∫ ，此时泛函 J 的 G 或者 F 导数为 

( ) ( )1, d , d
2

J u u x h x u xϕ ϕ ϕ
Ω Ω

′ ′ ′= −∫ ∫ ， ( )1
0Hϕ∀ ∈ Ω ， 

然而，该泛函的临界点为其 G 导数恒为零的点，亦即 ( ) , 0J u ϕ′ ≡ 时对任意的 ( )1
0Hϕ∈ Ω ，有 

( ) ( ) ( ) ( )d , dv x x x x h x u xϕ ϕ
Ω Ω

′ = ⋅∫ ∫ ， 

这恰好是原问题弱解的定义从而实现了原问题弱解与泛函临界点之间的转化。 
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