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摘  要 

经典的马柯威茨投资组合模型以方差作为风险度量，不能区别对待期望两侧投资者的不同感受。考虑指数

平方误差的优越性，在均值-CVaR模型的基础上，使用指数平方误差作为风险度量，即只考虑其投资在损失

的一侧来做出新的投资组合优化模型。进一步讨论了指数平方误差损失模型的有效前沿，并以中国工商银

行等股票价格为实例做了实证分析，结果表明基于指数平方误差风险控制下的投资策略具有很好的适应性。 
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Abstract 
The classical Markowitz portfolio model measuring risk with variance, it does not deal with the 
different feelings of investors on both expect sides. This paper uses an improved model of Marko-
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witz portfolio selection model, that is, Exponential Squared Loss as a risk measure, which is based 
on the Mean-CVaR model, to consider their investment only in the side of the loss in order to get a 
better portfolio. Moreover, we discuss the efficient frontier of Exponential Squared Loss model, 
and then make an empirical analysis taking price of Industrial and Commercial Bank of China as 
an example. The results indicate that the investment strategy based on Exponential Squared Loss 
model has good adaptability. 
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1. 引言 

随着经济全球化发展，金融资本市场频繁波动，需要发展新的风险度量模型引导资本有效配置，其

中 CVaR 就是建立在 VaR 基础上新发展起来的风险度量模型。目前，尽管 CVaR 理论研究与实证分析技

术手段日趋成熟，但随着金融资本市场的快速发展，CVaR 模型为适应社会经济快速发展，其理论及应

用还有待更深入挖掘，以解决更复杂的经济现象。Uryasevyu 与 Rochafellar [1]首次提出了 CVaR 模型，

并论证了 CVaR 模型与经典的 VaR 模型的一致性；Pflug [2]从证券投资优化问题出发，论证了 CVaR 的

一致性风险度量特性。Pownall [3]应用 CVaR 对亚洲金融危机中证券市场进行实证研究。国内学者陈剑利

等[4]等利用 CVaR 风险度量模型构造投资函数；王建华[5]等则通过分析 VaR 模型风险度量不足，利用

CVaR 理论提出度量和控制金融风险的新方法。众所周知，资本损失的不确定性和资本收益的不确定性

的风险度量通常是用方差来描述的，然而方差作为风险度量使投资收益两侧出现不对称这种固有的缺陷

[6]。为避免类似问题的出现，采用指数平方误差作为风险度量是可以解决的。不同于经典 CVaR 模型，

本文主要考察风险控制过程中的投资策略，着重考察单侧风险度量，并在此基础上提出基于方差和指数

平方误差最小化的投资组合效用决策模型。通过对比分析，得到本文研究的主要结论：对资产选择决策

时，指数平方误差模型的投资结果要优于均值–方差模型。 

2. 基于条件风险价值(CVaR)的投资组合优化模型 

条件风险价值(CVaR) [2] [3] [4] [5] [6]理论是指在一定的时间 T 内正常市场条件下和一定置信度水平

为α 的情况下，对收益分布尾部1−α部分求条件期望，其转为为数学问题为： 

( ) ( )( )CVaR | VaRaY E Y Y Y= ≥  

CVaR 具有以下性质： 
1) 平移不变性 ( ) ( )CVaR AVaRa aY C Y C+ = +  
2) 正齐性 ( ) ( )CVaR CVaR , 0a cy c y c= >  
3) 凸性对任意随机变量 1 2,y y ，当 0 1λ< < 时，有： 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2CVaR 1 CVaR 1 CVCaRy y y yλ λ λ λ+ − ≤ + −  
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定义 1 假设 k 种证劵组成的投资组合中，各种证劵所占的投资比例为： ( )T
1, , kx x x=  其中

( )
1

1 0
k

i i
i

x x
=

= ≥∑ 。投资组合的回报为： i iR x γ= ∑ ，这里 iγ 表示各项投资的回报率。如果最低回报率用 c

表示，则经典的 CVaR 模型表示为： 

( )
( )

T

T

min CVaR

s.t 1
0

i

i

x

x F c

x
x

γ

γ

−

 ≥
 =
 ≥

∑
 

2.1. 均值–方差模型的有效前沿 

一般的，最优证券组合从期望上要求其收益最大的同时具有最小的不确定性。如何在这一组相互矛

盾的命题中寻求最佳均衡点(trade-off)是资产组合的核心问题。基于收益方对待风险态度的差异，会产生

不同的投资策略：风险爱好者期望组合的收益率达到最大；风险避规者则更多的期望有效控制风险。以

此，基于风险的差异，可以得到均值–方差模型有效前沿的定义。 
定义 2 如果投资组合 *X 为置信水平为 ( )0 1β β< < 的均值–方差有效前沿，当且仅当不存在组合

**X X∈ 使得 ( ) ( )** *X X
E r E r≥ 和 ( ) ( )** *X X

r rσ σ≤ 同时成立，且至少有一个严格不等式。 

推论 1 取 ( ) 0XE r r= ，则求解以下线性约束二次规划问题： 

( )
( )

2 T

T
0

T

min

s.t
1

x

x

r X VX

E r X R r

X e

σ =

 = =


=

 

就能求出前沿上的点的问题，即证劵组合在前沿上最小的方差。 

定理 1 前沿上的两个证劵组合协方差为： ( ) T
0 1 1 0 1

1, C A ACov r r X VX r r
D C C C
  = = − − +  
  

。 

当 0 1r r= 时，证劵组合的方差 ( ) ( )( )22 1
X X

Cr E r A C
D C

σ = − + ，即
( ) ( )( )22

2 1
1

XX E r A Cr
C D C

σ −
− = 的上半

支就是均值–方差模型的有效前沿。 
证明： 
为求解该问题，构造恰当的拉格朗日函数： 

( ) ( ) ( )T T T
0, , 1L X X VX r X R X eλ µ λ µ= + − + −  

从而有： 

T

T
0

T

2 0

0

1 0

L VX R e
X
L r X R

L X e

λ µ

λ

µ

∂
= − − =∂

∂ = − =
∂
∂

= − =∂

                                   (1) 

显然，V 是正定矩阵。解此方程组，可以得到： ( ) ( )0 0,Cr A D B Ar Dλ µ= − = −  
其中 T T T 1 T 1 T 1 2, , , 0A e V R R V e B R V R C e V e D BC A− − −= = = = = − > 。 
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将 ,λ µ代入(1)式，得到在指定收益 0r 下方差最小的证劵组合： 

1 10 0r C A B r A
X V R V e

D D
− −− −

= +                                  (2) 

类似的，指定另外一个收益 1r ，在前沿上的证劵组合为： 

1 11 1
1

r C A B r AX V R V e
D D

− −− −
= +                                  (3) 

由(2) (3)式得到前沿上的两个证劵组合协方差为： ( ) T
0 1 1 0 1

1, C A ACov r r X VX r r
D C C C
  = = − − +  
  

。   □ 

现以标准差作为横轴，均值作为纵轴构成一坐标系，其中图像是以 ( )0, A C 为中心， 

( ) ( )X XE r A C D C rσ= ± 为渐近线的开口向右的双曲线，如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Efficient frontier of mean-variance model 
图 1. 均值–方差模型有效前沿曲线 

 

图 1 所示，双曲线的顶点表示最小方差证劵组合。事实上，无差异曲线可以描述两个截然不同的投

资者 I1，I2所愿意承担的风险无差异组合，如图 2 所示。图中点 M 与点 N 为最佳投资组合的最优点。 
 

 
Figure 2. Schematic map of choosing securities portfolio 
图 2. 投资者选择证劵组合示意图 
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3. 新的风险度量准则——指数平方误差风险 

经典的马柯威茨均值–方差模型度量风险的参数为资产收益率的方差，其试图平衡风险投资领域中

资产组合的预期收益和风险这两个核心问题[6]-[11]。然而由于方差作为风险度量存在的不足，需要对风

险度量的准则作进一步改进[7] [8] [10] [11]，因此获得指数平方误差风险度量的概念。 
定义 3 设 ir 表示第 i 个证劵投资， iR 表示其期望收益，用 ix 表示第 i 项投资的额度 1,2, ,i n=  ，则

对于单个投资而言投资组合的风险指数[7]： 

( ) ( )21 expi iu E uφ γ = − −   

其中， T
i i i iu R x r= − ， γ 为控制估计量的鲁棒性程度的指数。 

注 1 较小的 γ 在这些估计量中将限制异常值的影响，尽管它也降低了估计量的灵敏度。 
注 2 当 γ 非常大时， ( ) 2u uφ γ≈ ，此时，该估计量类似于最小二乘估计； 
当 γ 非常小时，通过对 T

i i i iu R x r= − 的大量的绝对值可以观测到 ( )iuγφ 的大额损失，此时，该估计量

对参数 iR 的估算有一些影响。 
因此，较小的 γ 在这些估计量中将限制异常值的影响，尽管它也降低了估计量的灵敏度。 
定义 4 一个估计量在有限样本下添加的击穿点被定义为： 

( ) ( ) ( ); min : sup
m

n n m n n m
D

mBP D D D
n

β β β− −
 

= − = ∞ 
 

  

 

其中， nβ


是 d 维向量的未知参数， ( )1, ,n nD D D=  ， ( ),i i iD x Y= ， { }1, ,n m m nD D D− +=  ，
m
n
是 nD 中的

坏点比例， ( )nDβ


是基于样本 nD 回归估计， ⋅ 是欧几里德范数。 

注 3 定义 3 提供了下界的击穿点，这个界依赖于初始估计和调整参数 nγ 的击穿点。 
注 4 如果 nβ 是渐近击穿点的 1/2 倍鲁棒估计且 nγ 使得 ( ) ( ]0,1ζ γ ∈ ，那么 ( ); ;n n m nBP Dβ γ−



是渐近的

1/2。 
定义 5 用风险指数作为风险度量因子，则这种风险度量下的风险模型[7]表示为： 

( ) ( )
( )( )

1 1 2 2

0

max

s.t 1

0

n n

n

i
i

i

E u E x r x r x r

E u c

x

x

φ

=

= + + +

 ≤

 =

 ≥

∑



                               (4) 

3.1. 指数平方误差损失模型的有效前沿 

由定义 2 及推论 1 有：取 ( )( ) 0E u uφ = ，求解以下线性约束二次规划问题： 

( )( )
( )( )

2 T

T
0

T

max

s.t
1

u X VX

E u X R u

X e

σ φ

φ

=

 = =


=

 

就可求得前沿上的点的问题，进而可求得在前沿上的方差最小的证劵组合。 
定理 2 前沿上的两个证劵组合协方差为： 

( ) T
0 1 1 0 1

1, C A ACov u u X VX u u
D C C C
  = = − − +  
  
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当 0 1u u= 时，证劵组合的方差 ( )( ) ( )( )( )22 1Cu E u A C
D C

σ φ φ= − + ，即 

( )( ) ( )( )( )22

2 1
1

E u A Cu
C D C

φσ φ −
− = 的上半支曲线即为对应的均值–方差模型的有效前沿。 

证明： 
一般的，引入以下的拉格朗日函数： 

( ) ( ) ( )T T T
0, , 1L X X VX u X R X eλ µ λ µ= + − + −  

从而有： 

T

T
0

T

2 0

0

1 0

L VX R e
X
L u X R

L X e

λ µ

λ

µ

∂
= − − =∂∂ = − =

∂
∂ = − =

∂

                                   (5) 

显然，V 是正定矩阵。解此方程组，可以得到： ( ) ( )0 0,Cu A D B Au Dλ µ= − = − 。 
其中 T T T 1 T 1 T 1 2, , , 0A e V R R V e B R V R C e V e D BC A− − −= = = = = − > 。 
将 ,λ µ代入(5)式，得到在指定收益 0u 下方差最小的证劵组合： 

1 10 0u C A B u A
X V R V e

D D
− −− −

= +                                  (6) 

类似的，指定另外一个收益 1r ，在前沿上的证劵组合为： 

1 11 1
1

u C A B u AX V R V e
D D

− −− −
= +                                  (7) 

由(6) (7)式得到前沿上的两个证劵组合协方差为： ( ) T
0 1 1 0 1

1, C A ACov u u X VX u u
D C C C
  = = − − +  
  

。  □ 

3.2. 指数平方误差损失模型中 γ 的选取 

选取 γ 的整个过程列为以下几个步骤[9]： 
1、找伪离群值集的样本 

令 ( ) ( ){ }1 1, , , ,n n nD x R x R=  ，计算 ( ) T , 1, ,i n i i nv R x i nβ β= − =
 

 和 

( ) ( )1.4826n i i n j nS median v medianβ β= × −
 

，然后采取伪异常，让 ( ) ( ){ }, : 2.5m i i i n nD x R v Sβ= ≥


，其中

( ){ }# 1 : 2.5i n nm i n v Sβ= ≤ ≤ ≥


， n m n mD D D− = 。 

2、更新调整参数 nγ  
设 nγ 是 ( )( )det V γ



在集合 ( ) ( ]{ }: 0,1G γ ζ γ= ∈ 中的极小值，其中 ( )ζ γ 的定义为 

( ) ( ){ } ( ){ }2

1

2 2 1 exp
n

n i i n
i m

m E u v
n n

ζ γ γ β
= +

 = + − − ∑  ，其中， T
i i i iu R x r= − ， ( )nζ γ 是 ( ]0,2 的实数。 

( ) ( ){ } ( ){ }1 1

1 2 1n nV I Iγ β β
− −

= Σ
   

，其中， 

( ) ( )( ) ( )2
2 T

1
1 1

22 1 1exp 1
n ni n

n i n i i
i i

v
I v x x

n n

β
β β γ

γ γ= =

      = − ⋅ − ×         
∑ ∑



 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 12 2
2 1 1

2 2
cov exp , ,expn n

n n n n

v v
v x v x

β β
β γ β γ

γ γ

  Σ = − − 
  

 

 

  

3、根据固定的 ( ) ( )lognj nn nλ β=


和在步骤 2 中确定的 nγ 使 

( ) ( ){ } ( )2T

1 1
exp

nj

n d

n i i n j
i j

R x n pλβ β γ β
= =

= − − −∑ ∑ 最大化来更新 nβ


。 

取 MM 估计值 nβ 作为初始估计值，即 n nβ β=


 ，然后重复步骤 1~3，直到 nβ


和 nγ 收敛。 
根据 Matlab 软件的计算结果，得到 3.9579γ = 。 

4. 实证研究 

4.1. 数据的收集 

本文所搜集的实证数据的时间跨度是从 2016 年 1 月至 2018 年 12 月三年内共计 36 个月，包括工商

银行(601398)、天山股份(000877)、兰花科创(600123)、贵州茅台(600519)、中国平安(601318)这 5 支股票

的个股回报率，具体数据如表 1，其平均收益率如表 2。 
 
Table 1. The monthly return data about 5 stocks 
表 1. 5 支股票的月收益率数据(%) 

工商银行 天山股份 兰花科创 贵州茅台 中国平安 

0.00412 0.0497 0.04075 −0.01009 −0.03120 

0.02259 −0.02052 −0.00471 −0.0484 0.11950 

−0.08835 −0.09748 −0.12625 −0.18726 −0.01984 

−0.02517 −0.01469 −0.09091 0.02209 −0.08178 

−0.04695 −0.10914 −0.19036 −0.03427 0.03197 

0.06158 0.21967 0.15135 0.09906 0.14038 

−0.05336 0.32016 −0.00170 0.14827 0.13292 

−0.00980 −0.06667 0.02960 0.05966 −0.05391 

0.07921 0.00474 0.35559 −0.03307 −0.00935 

−0.01973 −0.01487 0.04071 0.25535 −0.11503 

0.00952 0.16237 0.10283 −0.10200 0.00121 

0.00236 0.02914 −0.19116 −0.03224 −0.00603 

0.00235 0.18867 0.10662 0.00388 0.05601 

0.04930 0.05981 −0.0793 0.00655 −0.06740 

0.02013 −0.04691 0.07036 0.01368 −0.00903 

0 −0.07972 −0.09069 0.11788 −0.07008 

0.02022 0.00101 0.12071 0.04333 −0.08472 

−0.04709 −0.13056 0.09861 0.08096 −0.17279 

−0.02588 −0.09515 −0.01525 0.03910 0.15222 

−0.03865 −0.1753 −0.04159 −0.11259 −0.08842 

0.08543 0.1722 0.02516 0.07146 −0.02326 
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Continued 

−0.03009 −0.17166 −0.11732 0.02865 0.1132 

0.01193 −0.05315 −0.00816 −0.07979 0.06468 

0.01415 0.02359 0.03652 −0.03564 −0.10387 

0.03023 0.18482 0.08313 0.0968 0.11290 

−0.02257 −0.1472 0.01787 −0.03668 0.02899 

0.00924 0.01332 0.05852 0.1401 0.09191 

−0.03433 0.047 0.03019 0.05397 −0.02725 

−0.01588 −0.21434 −0.24510 0.01044 −0.12184 

−0.05063 −0.21436 0.06755 0.04685 0.08355 

0.01867 −0.0810 −0.09181 −0.10826 −0.07487 

−0.01833 0.32955 0.12621 0.11849 −0.05979 

0.01867 −0.125 −0.03448 0.00627 0.24150 

0.01571 −0.11844 −0.09611 −0.12667 0.06469 

0.069588 0.304709 0.178966 −0.03236 0.004345 

0.06024 0.00425 0.08526 −0.14410 0.00833 

 
Table 2. Average returns ratio of individual share 
表 2. 个股平均收益率(%) 

工商银行 天山股份 兰花科创 贵州茅台 中国平安 

0.00218 0.00384 0.01116 0.00943 0.00633 

4.2. 数据的分析与结果 

通过利用 Matlab 中正态检验函数 jbtest 检验所考察的数据，在一定的显著性水平下，数据均满足正

态性假设。因此考察在该组合下经典的均值–方差模型与改进的指数平方误差损失模型条件下的投资策

略，并对其结果作比较。 
A、求解经典的均值–方差模型，得到对应的协方差矩阵为： 

0.0016 0.0023 0.0022 0.0002 0.0004
0.0023 0.0218 0.0083 0.0040 0.0016
0.0022 0.0083 0.0137 0.0022 0.0006
0.0002 0.004 0.0022 0.0085 0.0000

0.0004 0.0016 0.0006 0.0000 0.0086

V

− 
 
 
 =
 
− 
 
 

 

利用 matlab 软件求解，得到其权重为： ( )T 0.0639,0.4698,0.2391,0.1254,0.0478X = 。 
B、求解改进的指数平方误差损失模型，得到对应的协方差矩阵为： 

0.0001 0.0001 0.0002 0.0000 0.0000
0.0001 0.0016 0.0006 0.0003 0.0001
0.0002 0.0006 0.0009 0.0001 0.0000
0.0000 0.0003 0.0001 0.0006 0.0000

0.0000 0.0001 0.0000 0.0000 0.0006

H −

− 
 
 
 =
 
− 
 
 
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利用 matlab 软件求解，得到其权重为： ( )T 0.0553,0.5002,0.2852,0.1245,0.0349X = 。 
显然，经典的均值方差模型(A)与改进的指数平方误差损失模型(B)相比较，5 只股票的投资比例

发生了微小变化。通过对这两种不同的模型所得结果表明相对按照均值–方差模型来投资而言，按照

指数平方损失模型发生损失的概率会更小。因此，投资者的投资更倾向利用指数平方损失模型。该组

合的期望收益率 xr 从−0.008 开始，每次递增步长为 0.00001，到 0.012 为止共 201 个点，在 Matlab 软

件平台下，分别得到了经典均值方差模型以及基于指数平方损失最小准则下，该组合的有效前沿边界

曲线，如图 3。 
 

 
Figure 3. The effective frontier of stocks in different algorithms, 
where the red line representing Exponential Squared Loss 
algorithms and the blue line representing the classic Markowitz 
algorithms 
图 3. 两种不同算法下，股票的有效前沿，其中红色曲线为

基于指数平方损失最小准则下的投资组合的有效前沿曲线，

蓝色为经典的马柯威茨投资组合有效前沿曲线。 
 

在期望收益相同时，经典的均值方差模型(A)所承担的风险要远远大于基于指数平方损失最小准则下

的投资组合策略(B)，因此，指数平方损失最小准则能为投资者有效地规避风险。 
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