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摘  要 

本文研究了闭区间上两个一阶微分算子乘积自伴的充分必要条件，并且给出度量图上两个一阶局部微分

算子积的自伴顶点条件。在研究闭区间上积算子自伴性的基础上，运用度量图上高阶局部微分算子的自

伴顶点条件得到了积算子自伴的充分必要条件。 
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Abstract 
In this paper, we study the necessary and sufficient conditions for the self-adjointness of the 
product of the two first-order differential operators on closed interval, and the self-adjoint vertex 
conditions of the product of two first-order local differential operators on metric graph are given. 
Based on the self-adjointness of the product operator on closed interval, the necessary and suffi-
cient conditions which make the product operators be self-adjoint operators are obtained by us-
ing the self-adjoint vertex conditions of the higher-order differential operator on metric graph. 
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1. 引言 

关于微分算子自伴性的讨论开始于十九世纪三十年代的 Sturm-Liouville 问题[1]。随着科学技术的发

展，许多物理工程系统模型都需要用几何图来描述，度量图上微分算子模型随之出现，主要集中在描述

度量图上局部微分算子的自伴性。1998年Carlson R. [2]得到度量图上M阶局部微分算子的自伴顶点条件。 
关于闭区间上的乘积算子(下称积算子)或幂的自伴性，也有一些描述。1998 年在文献[3]中给出了

[ ],a b 上两个 n 阶微分算子的积算子自伴的充分必要条件。文献[4] [5]给出了区间上两个高阶微分算子乘

积自伴的充分必要条件。但关于度量图上积算子的自伴性问题，至今还没有系统研究。本文利用研究闭

区间上积算子的自伴性的方法和度量图上 n 阶局部微分算子的自伴顶点条件得到了度量图上两个一阶局

部微分算子乘积自伴的充分必要条件。 
本文主要内容如下：第二章中给出闭区间上两个一阶微分算子的积算子自伴的充分必要条件；第三

章给出度量图上微分算子自伴的判定准则和两个一阶局部微分算子的积算子自伴的充分必要条件。 

2. 闭区间上的两个微分算子乘积的自伴性 

2.1. 基础知识 

闭区间 [ ],a b 上所有平方可积的函数所组成的空间记为 [ ]2 ,L a b ，其内积和范数为 

( ) [ ] ( ) ( )2 ,, d
b

L a b a
f g f x g x x= ∫ , [ ] ( )( )2

1
2 2

, d
b

L a b a
f f x x= ∫ . 

令 n 阶实对称微分算式 

( ) ( ) ( ) ( )
0

n
j

j
j

l f c x f x
=

= ∑ , 

系数 ( )jc x 为实值函数且 ( ) [ ],n
jc x C a b∈ 。应用分部积分法， 

( )( ) [ ] ( )( ) [ ] [ ] ( ) [ ] ( )2 2, ,
, , , ,n nL a b L a b

l f g f l g f g b f g a− = − , 

其中 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ), g n fnf g x x x x= C Q C


, 

[ ], nf g 表示关于 ( )l f 的 Lagrange 双线性型， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , n
g x g x g x g x−′=C 

 , ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , n
f x f x f x f x−′=C 


. 

( )n xQ 表示关于 [ ] ( ), nf g x 的 Lagrange 双线性矩阵。令 
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( ) ( )( )n ij n n
x d x

×
=Q , 

根据文献[6]得 

( ) ( ) ( )1
1d

1 , 0 1,
d

0,                                         1 2 2,

h in j
h j h

h i
h iij

c xh
j i n

d x i x
n j i n

−− −
+ +
−

=

  
− ≤ + ≤ −  =   

 − ≤ + ≤ −

∑                     (1) 

且 ( )n xQ 满足以下性质 

( ) ( )*
n nx x= −Q Q , ( )( ) ( )

*1 1
n nx x− −= −Q Q . 

令 ( )maxL f 为 [ ],a b 上由微分形式 ( )l f 生成的最大算子，其定义域为 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]{ }12 2, : , , ,n
maxD l f L a b f AC a b l f L a b−= ∈ ∈ ∈ , 

其中 [ ],AC a b 表示在闭区间 [ ],a b 上连续函数的全体所组成的集合。 

2.2. 闭区间上两个一阶算子乘积的自伴性 

本文讨论闭区间 [ ],a b 上由微分算式 ( )l f if ′= 生成的微分算子，设 1L 和 2L 为 [ ]2 ,L a b 中由 ( )l f 生成

的两个微分算子 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2 1 2

,
0,

L f l f if
a a i f a b b i f b

′ = =
 + + + =

                            (2) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

3 4 3 4

,
0,

L f l f if
a a i f a b b i f b

′ = =
 + + + =

                            (3) 

其中 
积算子 T 定义如下： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 2 1 2

3 4 3 4

,
,

0,

L f l f f
a a i f a b b i f b
a a i if a b b i if b

 ′′= = −


+ + +
 + + + =

                            (4) 

若积算子等价于 

( ) ( )
( ) ( )

2 ,
0,f f

L f l f f
a b

 ′′= = −
 + =AC BC

                                 (5) 

则 

1 2

3 4

0
0

a a i
a i a

+ 
=  − 

A , 1 2

3 4

0
0

b b i
b i b

+ 
=  − 

B  

其中 

( )( ) ( ) ( )( ),f a f a f a′=C


, ( ) ( ) ( )( ),f b f b f b′=C   

经过计算得 ( )2l f 的 Lagrange 双线性矩阵为
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( )2

0 1
1 0

x
− 

=  
 

Q . 

定理 1 积算子 2 1L L L= 为自伴的充要条件为 

2 3 1 4 2 3 1 4

1 3 2 4 1 3 2 4

a a a a b b b b
a a a a b b b b

− = −
 + = +

 

成立且满足 

( )Rank 2⊕ =A B . 

证因为 ( )2l f 为对称微分算子，则有 ( )2l f 生成的微分算子的充要条件为 

( ) ( )* *
2

1 1
2a b− −=AQ A BQ B 且 ( )Rank 2⊕ =A B . 

则 

( )

( )
( )

1 2 1 21 *
2

3 4 3 4

2 3 1 4 1 3 2 4

1 4 2 3 2 4 1 3

0 00 1
0 01 0

0
0

a a i a a i
a

a i a a i a

a a a a a a a a i
a a a a a a a a i

− + −    
= ⋅ ⋅    − − −−    
 − − +

=  − − + 

AQ A

 

( )

( )
( )

1 2 1 21 *
2

3 4 3 4

2 3 1 4 1 3 2 4

1 4 2 3 2 4 1 3

0 00 1
0 01 0

0
0

b b i b b i
b

b i b b i b

b b b b b b b b i
b b b b b b b b i

− + −    
= ⋅ ⋅    − − −−    
 − − +

=  − − + 

BQ B

, 

证毕。 

3. 闭区间上的两个微分算子乘积的自伴性 

3.1. 基础知识 

定义 1 [7]若图 G 中的顶点集 { }iV v= 与边集 { }iE e= 有限，则称图 G 为有限图。 
集合 E 中的元素是无序二元组，可用 ( ),i jv v 表示，其中 ,i jv v V∈ 。 
定义 2 若给有限图 G 每条边定义一个长度

kel ，即： ( ]0,
kel ∈ +∞ ，则称图 G 为有限度量图。 

定义 3 [8]若有限度量图 G 的边长度都为有限时，则称图 G 为紧致图。 
在本文中所涉及的度量图都是有向紧致图。顶点 v 的度是指与 v 相连的边的条数，记作 ( )vδ 。对于

有向紧致图来说，顶点的度可分为入度和出度。入度是指以该顶点为终点的边数，出度是指以该顶点为

起点的边数。设顶点 v 的入度为 s，将以 v 为终点的边记为 1, , se e ，那么顶点 v 的出度为 ( )v sδ − ，将以

v 为起点的边记为 ( )1, ,s ve eδ+  。 
定义 4 [2]任取度量图 G 上的一条边 ke ，令 [ ],k ka b 表示 ke 对应的区间，空间 ( )2L G 表示 [ ]2 ,k k kL a b⊕ ，

( )2L G 上定义内积和范数： 

( ) ( ) ( ) ( )2, dk

k

b

L G a
k

f g f x g x x= ∑∫ ， ( ) [ ] ( )( )22

1
2 2

, dk

k k k

b

L G L a b a
k k

f f f x x= =∑ ∑ ∫ . 

在边 ke 上定义 n 阶对称微分算式 ( ) ( ) ( ) ( )
0

n
j

j
j

t f p x f x
=

= ∑ ，系数 ( )jp x 为实值函数且 ( ) [ ],n
j k kp x C a b∈ 。
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用 [ ],k kC a b 表示在区间 [ ],k ka b 上连续函数的全体所组成的集合，度量图 G 上最大算子 maxT 定义如下： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ){ }1 12 2

, ,

: , , , , , , , ,

max max

n n
max k k k k k k k k

T f t f f D t

D t f L G k N f f f C a b f AC a b t f L G− −

= ∈
 ′= ∈ ∀ ∈ ∈ ∈ ∈ 

 

下面给出局部算子的定义，用 ( )compC G∞ 表示在度量图 G 上具有紧支集且无限次可微实值函数的全体

所组成的集合，首先定义度量图上的函数集合 M： 

( ){ }: : , ,comp v vM C G v V U Uϕ ϕ∞= ∈ ∀ ∈ ∃ 域 使得 在 中领 为常值函数 . 

定义 5 [9]任取集合 M 中的函数ϕ ，如果 ( )D t 中的函数 f 都满足 ( )f D tϕ ∈ ，则称算子 T 为局部算子。 
假设， ,f g 为 ( )maxD t 中支集仅包含一个顶点 v 的函数，使用分部积分法可得， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]2 2, , , vL G L G
t f g f t g f g− = , 

其中 [ ], vf g 是一个由 f 和 g 在顶点 v 处的边值构成的非退化多项式[9]。顶点 v 在于其相连的 ( )vδ 条边上

的取值分别为 ( ), 1, ,i i vα δ=  ，并且将 iα 与顶点 v 的关系记为 ~i vα 。 
引理 1 任取 ( )maxD t 中的函数 f，定义 f 在顶点 v 处的边值为空间 ( )n vC δ 中向量 f̂ ，其中 f̂ 的第

( )1ni j n+ − − 个元素 ( )1n̂i j nf + − − 为 

( )
( ) ( )1

ˆ j
ini j nf f α+ − − = ， ( )0, , 1, 1, ,j n i vδ= − =  . 

则在顶点 v 处存在一个可逆的 ( ) ( )n v n vδ δ× 边值矩阵 vS ，使得 

[ ] ˆˆ, * vvf g = g S f . 

在顶点 v 处，局部算子定义域中的函数所满足的单个条件为 

( ), 1
,

ˆ 0j i ni j n
j i

b f + − − =∑ , ( )0, , 1, 1, ,j n i vδ= − =  . 

局部算子定义域中的函数在顶点 v 处所满足的条件构成的最大线性无关集为 ˆ
v =B f 0 ，其中 vB 是一个

( ) ( )K v n vδ× 矩阵。 
定理 2 [2]设在度量图上由微分形式 ( )t f 生成的 n 阶局部微分算子 T 为自伴算子，算子 T 在顶点 v 所

满足的顶点条件为 ˆ
v =B f 0 ，其中 vB 是一个 ( ) ( )K v n vδ× 的行线性无关矩阵， ( ) ( )( )K v n vδ≤ ，经过计算

vB 是一个 ( ) ( )
2
n v n vδ δ× ，并且满足 

( ) ( )1* *
v v v

−
=B S B 0 .                                  (6) 

定义 6 令 ˆ
v =B f 0 是局部微分算子 T 在顶点 v 处的顶点条件，若 vB 是满足等式(6)的 ( ) ( )

2
n v n vδ δ× 的

行线性无关矩阵，则称该顶点条件为 T 在顶点 v 处的自伴顶点条件。 

3.2. 闭区间上两个一阶算子乘积的自伴性 

度量图 G 上任取一条边，令 [ ],k ka b 表示 ke 对应的区间。设微分算式为 

( )t f if ′= . 

记 1Q 表示关于 ( )t f 的 Lagrange 双线性矩阵， 1S 表示由 ( )t f 生成的局部算子的边值矩阵。计算可得 
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( ) [ ]1 x i=Q ，则

( ) ( )

1

v v

i

i
i

i δ δ×

 
 
 
 

=  
− 

 
 

−  

S





 

度量图 G 上由 ( )t f 生成的两个个二阶局部微分算子 1T 、 2T 定义如下： 

( ) ( )1

1

,
ˆ 0,

T f t f if

f

′ = =


=B
                                   (7) 

( ) ( )2

2

,
ˆ 0,

T f t f if

f

′ = =


=B
                                   (8) 

其中 1B 、 2B 分别为 ( ) ( )1 2K v vδ× 和 ( ) ( )2 2K v vδ× 矩阵。 
微分算式的幂为 

( ) ( )( )2t f t t f f ′′= = − . 

计算可得 

( )2

0 1
1 0

x
− 

=  
 

Q . 

向量 ( ) ( ),f x f x′  

与 ( )if x′  


关系如下， 

( ) [ ] ( )
( )

0
f x

if x i
f x

 
′ =     ′ 

, 

后文中 ( ) ( ) ( )1 2

0
x x x

i
 

= =    
 

H H H 表示过渡矩阵，其中 

( ) [ ]1 0x =H , ( ) [ ]2 x i=H . 

引理 2 经计算，有如下关系， 

( )1i i∗ − = − , ( )1 i i∗ − = − , ( )0 1 0 0 1= − ∗ + ∗ − . 

在度量图 G 上的顶点 v 有 

( )
( )

( )( )

( )

( )( )

( )( )
( ) ( )

( )
( )
( )
( )

( )( )
( )( )

1
1

1

1
2

2
2

2

v s

v
v

v
v v v

f
f

if f
if f

if f

f

δ

δ
δ

δ
δ δ δ

α
α

α
α α

αα α

α α
α

α

−

×

 
   ′   

′     
     ′ ′     =     
     
 ′         

     ′  

H

H

H








 

定理 3 度量图上两个局部微分算子的积算子还是局部微分算子。 
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积算子 T 定义如下： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

2
1

1 1 2

2 1 2

,

, , , 0,

, , , 0,

v

v

T f t f f

f f f

if if if

δ

δ

α α α

α α α

 ′′= = −

 =

 ′ ′ ′ =


B

B









                          (9) 

若积算子等价于 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
2

1 1 2 2

,

, , , , , , 0,v v

T f t f f

f f f f f fδ δα α α α α α

 ′′= = −


′ ′ ′ =
B 

                (10) 

则 

( )

( )

( )( )

( ) ( )( ) ( )1 2

3 4 2

2 2 1 2 2
2

0 0

0 0 0

v

v
K v K v v

δ

δ
δ

α α

+

+ ×

 
 =
 
 

H H H
B

B H B H





 

1B 是 ( ) ( )( ) ( )1 2 2K v K v vδ+ × 矩 阵 ， 其 中 ( )3 4 2, , , vδ +H HH  都 是 ( )1 1K v × 矩 阵 ， 并 且

( )1 3 4 2vδ +
 =  B H H H 。 ( )

2 jαH 表示 ( ) 1vδ × 矩阵。该矩阵中的第 j 行元素为 i，其余元素为零，

( )1,2, ,j vδ=  。矩阵 B 的共轭转置为 

( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( )( )1 2

*
3

* *
2 1 2

*
4*

*
2

* *
2 2

2

0

0
0

0

0

v

v
v K v K v

δ

δ
δ

α

α

+

× +

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

H

H B
H

B

H

H B

 

 

根据引理在顶点 v 有 

[ ] ( ) 2
ˆ ˆ, vf g x f g= S , 

积算子在顶点 v 处的边值矩阵 2S 为 

( )

( )
( )

( )( )
( ) ( )

2 1

2

2
2 1

2
2 2

s

s

v
v v

δ
δ δ

α

α
α

α

+

×

 
 
 
 
 = − 
 
 
 − 

Q

Q
S Q

Q





 

定理 3 积算子 2 1T T T= 为自伴算子的充要条件为 

( ) 1* *
1 2 2 0

−
=B S B ， ( ) 1* *

2 2 1 0
−

=B S B 且 ( ) ( ) ( )1 2K v K v vδ+ = . 

证积算子 1 2 1T T T= 为(10)的形式，根据定理 2，要证明积算子为自伴的，等价于证明 1B 的秩为 ( )2 vδ 且

( ) 1* *
1 2 1 0

−
=B S B 。 1B 的秩为 ( ) ( ) ( )1 2K v K v vδ+ = ，由上面求得的矩阵 1B ， *

1B 和 *
2S ，并运用引理 2 得 
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( )
( )

( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( )

( )( )

( )
( )

1* *
1 2 1

3 4 2

2 2 1 2 2

1* *2 1 3

* *
2 1 2

1 **
42

1*
2 1 *

2

* *1* 2 2
2

1* *
1 1 2

1* *
2 1 1

0 0

0 0 0

0

0
0

0

0

0

0

v

v

s

s
v

v
v

δ

δ

δ

δ
δ

α α

α

α
α

α

αα

−

+

−

−

−

+
+

−

−

−

 
 
 

 
 =
 
 

 
 
 
 
 
 

−  
 
 
 
 



−




 
 ⋅ ⋅ 
 
 
 
 
 


 = 
 



B S B

H H H

B H B H

Q H

H B
HQ

Q
H

H BQ

B S B

B S B













( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2K v K v K v K v+ × +




 

由此可得 ( ) 1* *
2 0

−
=B S B 当且仅当 ( ) 1* *

1 1 2 0
−

=B S B ， ( ) 1* *
2 1 1 0

−
=B S B ，证毕。 
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