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摘  要 

本文结合变量分离的ODE方法和一个复变换，通过找到一个合适且易于求解的辅助方程，构造出带有

conformable分数阶导数的双Sine-Gordon方程一些新的精确解，丰富了其精确解解系。同时表明该方

法高效简洁，可应用于求解其他同类型分数阶偏微分方程。 
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Abstract 
In this paper, combing the variable separated ODE method and a complex transformation, we con-
structed some new exact solutions of the double Sine-Gordon equation with conformable fraction-
al derivative. Especially, we found a suitable auxiliary equation which can be solved easily and 
powerful for enriching its exact solution system. It is shown that this method is efficient and sim-
ple. Thus, the used method is highly recommended to solve other fractional partial differential 
equations of the same type. 
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1. 引言 

非线性发展方程在等离子物理、流体力学和声学等自然科学领域存在广泛的应用，寻找非线性发展

方程精确解具有显著的物理意义，也能为非线性发展方程数值计算结果的准确性提供一种检验方式。近

年来，分数阶微积分理论发展迅速，利用分数阶微积分可以更好地刻画物理模型，其中非线性分数阶偏

微分方程在流体力学、电力工程和反常扩散等工程领域发挥重要作用，而关于其精确解理论的研究也得

到空前的发展，相继涌现许多求解非线性分数阶偏微分方程的方法[1]-[6]，包括 Bäcklund 变换、F-展开

法、扩展双曲函数展开法、G’/G-展开法等等。 
考虑时空分数阶双 Sine-Gordon 方程 

2 2 sin sin 2 ,tt xxD u D u u uα β λ µ+ = +                             (1.1) 

其中 0 , 1α β< ≤ ， Dα 是 conformable 分数阶导数，其定义将在下一节给出，双 Sine-Gordon 方程对研究

孤子碰撞行为有着重要作用，整数阶双 Sine-Gordon 方程目前已经存在相当丰富的研究[7]-[13]，而对于

分数阶双 Sine-Gordon 方程研究仍然较少，本文旨在通过一种变量分离的 ODE 方法求得时空分数阶双

Sine-Gordon 方程的一些精确解，对该方程精确解的相关理论研究做出一些补充和拓展。 

2. 分数阶导数相关定义及性质介绍 

分数阶导数目前有多种不同的定义，其中应用最为广泛的主要有 Riemann-Lioville 导数、Caputo 导

数和近几年由 Khalil 等提出的 conformable 导数[14]，相比之下，conformable 导数形式更为简洁具有许多

良好的数学性质。因此本文考虑带有 conformable 分数阶导数的双 Sine-Gordon 方程。下面给出几类分数

阶导数的定义，以及 conformable 分数阶导数的相关性质。 
1) Riemann-Lioville 导数 
对实值函数 f ，Riemann-Lioville 导数定义如下： 

( ) ( ) ( )( )11 d d ,
d

n t n
t n a

D f t f x t x x
n t

αα

α
+ −= −

Γ − ∫                       (2.1) 

其中 ( ]1,n nα ∈ − ， n N +∈ ， ( )Γ ⋅ 为 Gamma 函数，定义为 

( ) 1
0

e d .x xα αα
+∞ − −Γ = ∫  

2) Caputo 导数 
对实值函数 f ，Caputo 导数定义如下： 

( ) ( )
( ) ( )( )11 d ,

t nn
t a

D f t f x t x x
n

αα

α
+ −= −

Γ − ∫                        (2.2) 

其中 ( ]1,n nα ∈ − ， n N +∈ ， ( )Γ ⋅ 为 Gamma 函数。 
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3) conformable 导数 
对实值函数 ( ): 0,f R∞ → ，conformable 导数定义如下： 

( )
( ) ( )1

0
lim ,t

f t t f t
D f t

α
α

ε

ε

ε

−

→

+ −
=                            (2.3) 

其中 ( )0,1α ∈ ，若 ( ) ( ),f t g t 是α 阶可导的，则满足以下性质： 
性质 1. ( ) ( )( ) ( ) ( )t t tD af t bg t aD f t bD g tα α α+ = + ， ,a b R∈ ， 
性质 2. ( )u u

tD t utα α−= ， u R∈ ， 
性质 3. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t tD f t g t g t D f t f t D g tα α α⋅ = + ， 

性质 4. 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

t t
t

f t g t D f t f t D g t
D

g t g t

α α
α   −

=  
 

， 

性质 5. 若 ( )f t 可微，则 ( ) ( )1 d
dt

f t
D f t t

t
α α−= 。 

3. 变量分离的 ODE 方法介绍 

考虑任一分数阶偏微分方程 

( )2 2, , , , , 0,t x tt xxP u D u D u D u D uα β α β =                           (3.1) 

其中 tD uα 是 u 关于 t 的 α阶 conformable 导数，通过变换 

( ) ( ), , ,kx ctu x t u
β α

ξ ξ
β α

= = +                             (3.2) 

其中 ,c k 为任意常数，可以将方程(3.1)转化为一个常微分方程 

( ), , , 0.Q u u uξ ξξ =                                 (3.3) 

假设 ( )u ξ 满足一个变量分离的辅助常微分方程 

( )d ,
d

u G u
ξ
=                                    (3.4) 

这里 ( )G u 是一个根据方程(3.3)形式选取的一个合适的函数，并且使得方程(3.4)易于求解，将方程(3.4)代
入方程(3.3)，使得各项系数为零，可以得到一个代数方程组。由于方程(3.4)的精确解易于求得，若能求

解上述代数方程组，连同所求方程(3.4)的解便可得到方程(3.1)的精确解。 

4. 变量分离的 ODE 方法求解时空分数阶双 Sine-Gordon 方程 

考虑带有 conformable 导数时空分数阶双 Sine-Gordon 方程(1.1)，利用变换(3.2)，可将方程转化为 

( )2 2 sin sin 2 ,c k u u uξξ λ µ+ = +                             (4.1) 

等价于 

2 2 2 2sin sin 2 .u u u
c k c kξξ
λ µ

= +
+ +

                           (4.2) 

假设 ( )u ξ 满足一个变量分离的常微分方程 

d cos , , ,
d

u a b u a b R
ξ
= + ∈                               (4.3) 
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其中 ,a b 为待定常数，两边同时对ξ 求导可得 
2

sin sin 2 ,
2
bu ab u uξξ = − −                               (4.4) 

对比(4.2)式和(4.4)式 sin u 和 sin 2u 系数，可得 
2

2 2 2 2, .
2

bab
c k c k
λ µ

− = − =
+ +

                            (4.5) 

当 0u < 时，解方程组(4.5)有 

( ) 2 22 2

2, ,
2

a b
c kc k

λ µ

µ

− −
= =

+− +
                          (4.6) 

而方程(4.3)的解可以表示为 

( )

( )

( )

( )

2 2

1 0

2 2

2 0

2 2

3 0

4 0

2arctan tan , ,
2

2arctan tanh , ,
2

2arctan coth , ,
2

2arctan , .

a b a bu a b
a b

b a b au a b
b a

b a b au a b
b a

u a a b

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

   + −   = + >
 −    

   + −   = + <  −    


   + −  = + <  −    


 = + =  

                  (4.7) 

联合(4.6)式和(4.7)式可得到方程(1.1)的显示精确解 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

11 02 2

2 2

12 02 2

2 2

13 02 2

14

2 42arctan tan , 2 ,
2 8

2 42arctan tanh , 2 ,
2 8

2 42arctan coth , 2 ,
2 8

2ar

u
c k

u
c k

u
c k

u

λ µ λ µ ξ ξ λ µ
λ µ µ

µ λ µ λ ξ ξ λ µ
µ λ µ

µ λ µ λ ξ ξ λ µ
µ λ µ

  − + −  = + < −
  − − − +  
  − −  = + > −
  + − +  
  − −  = + > −
  + − +  

= ( )02 2

2ctan , 2 .
c k

µ ξ ξ λ µ
















 − + = −  + 

 

5. 结论 

结合变量分离的 ODE 方法和一个复变换，可将非线性分数阶偏微分方程转化为一个常微分方程，再

寻求一个合适且解的形式明确的辅助方程，构造出时空分数阶双 Sine-Gordon 方程丰富的精确解。结果表

明该方法简单高效，可用于其他相同类型的分数阶偏微分方程。 
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