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摘  要 

为了证明有序序列搜索问题最快算法为二分法，先由一个具体例子引入，得到问题描述与三条初步结论。

再结合二分法定义由计算均值方法得到评价算法平均收敛速度的标准。最后由数学归纳法证明有序序列

搜索问题每次迭代中迭代数的性质，进而证明解决有序序列搜索问题的所有算法中，二分法算法可以达

到平均最快的收敛速度。 
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Abstract 
In order to prove that the fastest algorithm for the ordered sequence search problem is method of 
bisection, a specific example is introduced, and the problem description and three preliminary 
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conclusions are obtained. Combined with the definition of dichotomy, the standard of evaluating 
the average convergence rate of the algorithm is obtained by calculating the mean value method. 
Finally, the properties of the iterated algebra in each iteration of the ordered sequence search 
problem are proved by mathematical induction, and it is proved that the dichotomy algorithm can 
achieve the fastest average convergence speed among all the algorithms for solving the ordered 
sequence search problem. 
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1. 引言 

众所周知，对于求根类的问题，二分法是最快的算法。如解决以下问题： 
甲和乙在进行一项游戏，甲随机记下某个在 1 至 1000 内的自然数让乙来猜，乙依据某种固定的

选取整数的方式来猜数，乙每猜一个数，甲就会告诉乙这个数是否为甲记下的数，若不是，则会告

诉乙他的猜测是偏大还是偏小，那么乙如何选取整数可以最快地猜到甲记下的数字？ 

2. 问题描述 

将上述问题的一般形式转化为一个数学问题： 
从小到大连续取 n (n 不为 0 或无穷)个整数 1 2, , , na a a ，组成集合 { }1 2, , , nA a a a=  ，等概率地随

机抽取一个数 ( ),1a A n+∈ ∈ ≤ ≤η η η 。 
取 ( )

1 1 1,1a A n+∈ ∈ ≤ ≤ξ ξ ξ 将集合 A 分为两个集合： 
{ }1 1| ,u m n mA m +< ≤= ∈ξ 与 { }1 1|1 ,d mA m m += ≤ < ∈ξ  

判断
1

a a=ξ η 是否成立，若不成立，则判断
1

a a<ξ η 是否成立。 
若

1
a a<ξ η 成立，则取 ( )

2 1 2 1 2,ua nA +∈ ∈ < ≤ξ ξ ξ ξ 将集合 1uA 分为两个集合： 
{ }2 2| ,u m n mA m +< ≤= ∈ξ 与 { }2 1 2| ,d mA m m += < < ∈ξ ξ 。 

若
1

a a<ξ η 不成立，则取 ( )
2 1 2 2 1,1da A +∈ ∈ ≤ <ξ ξ ξ ξ 将集合 1dA 分为两个集合： 

{ }2 2 1| ,uA m m m +<= <′ ∈ξ ξ 与 { }2 2| ,1d mm mA +′ = ≤ < ∈ξ 。 
依此类推，重复以上取 ( )1,2,

i
a i = ξ 以及判断的步骤。最终一定可以在有限步后取得

( )
i

a a i += ∈ξ η 。 
问：运用什么算法选取 ( )1,2,

i
a i = ξ ，算法的平均收敛速度最快？ 

3. 初步分析 

根据题目，实际上是对于有序序列的一个搜索问题，可以初步分析得到以下结论： 
1) 根据算法的性质[1]，当选取 ( )1, 2,

i
a i = ξ 的方式与集合 A 元素个数 n 确定时，对于任意取定

的 ( ),1a A n+∈ ∈ ≤ ≤η η η ，最终取得 ( )
 i

a a i += ∈ξ η 时所迭代的平均次数 i 唯一确定。 
2) 最终取得 ( )

i
a a i += ∈ξ η 时对应的迭代数 i 不大于集合 A 元素个数 n。 
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3) 每当在 A 的子集中选取 ( )1, 2,
i

a i = ξ 后，该子集必可以依据 ( )1,2,
i

a i = ξ 分为两个真子集(包
含空集)。 

下证解决本问题的所有算法中，二分法算法可以达到平均最快的收敛速度；首先给出针对本题

二分法的定义与证明所需引理。 
定义 1 二分法算法步骤[2]： 

Step1：取
2
n =   

ξ ， a A∈ξ 。若 a a=ξ η ，则算法结束。 

Step2：若 a a<ξ η ，则置集合 uA 为更新的集合 A；若 a a>ξ η ，则置集合 dA 为更新的集合 A。 
Step3：更新 n 为集合 A 的元素个数，返回 Step1。 
比较针对本问题的各种算法的收敛速度时，由于取定任意 a A∈η 的概率相同，从而可以比较取

得任意取定的 a A∈η 的迭代数的均值，均值越小的算法收敛速度越快。该均值直接从正面求解与证

明较为困难，而取定任意 a A∈η 的概率相同，且根据集合与算法的确定性，对于某些算法当集合 A
的基数 n 与选取元素的算法确定时，每一个元素所对应的取得该元素时算法的迭代数唯一确定，因

此可将解决问题思路转化为：先根据算法确定好每个元素的各项参数，再随机选取一个元素作为 aη
的方式计算迭代数的均值。转化后的问题与原问题等价。 

设元素 ia 对应的迭代数为 iw ，则计算均值的公式[3]： 

1 1
i i

i i
E w w

n n
 = ⋅ = ⋅ 
 

∑ ∑  

根据公式，在问题规模相同的情况下只需比较每个元素对应的迭代数和 i
i

w∑ ，该和数越小则对

应算法收敛速度越快。因此，可将元素与根据某算法取得该元素的迭代数列成表格，再计算表中所

有迭代数的均值以比较各算法的收敛速度。 

4. 两个命题 

命题 1 对于有序序列搜索问题，任何算法下全体元素所对应的迭代数中 ( )1,2,p p =  至多出现
12 p− 次。 
证明：使用数学归纳法证明。 
令 1p = 时，显然成立。 
设 ( )2,3,p k k= =  时成立，且根据结论(3)，算法在选取对应的元素后，剩余可行的元素集合

被算法迭代选取的元素至多分成两部分，则当 1p k= + 时，根据算法可以在初始集合 { }1 2, , , nA a a a= 

的至多 12 2k−⋅ 个互不相交的真子集中的一个选取下一个元素，因此至多有 2k 个元素对应迭代数为

1k + ，根据数学归纳法，原命题成立。 
命题 2 解决有序序列搜索问题的所有算法中，二分法算法可以达到最快的平均收敛速度。 
证明：根据二分法，每次取得可行区间中点的近似的元素。设 ( )-12 2i in i +≤ < ∈ ，则第

( )1, , 1p p i= − 次存在 12 p− 个可取元素，第 i 次存在 12 1in −− + 个可取元素。 
根据上文列出二分法算法的元素与迭代数的对应表，再根据命题 1，二分法算法使得小于 i 的迭

代数对应的元素数达到了最大值，其余元素均为第 i 次迭代时所取得，不存在大于 i 的迭代数对应

的元素，因此迭代数之和 i
i

w∑ 达到了最小值，命题 2 成立。 

注：二分法算法可以达到最快的平均收敛速度，但可以达到最快的平均收敛速度的算法并不唯

一，对于不同的具体问题，只要可以满足命题 1 中的最多条件，即可达到最快的收敛速度。 
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