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摘  要 

本文研究了斜对角无穷维Hamilton算子的数值域和二次数值域，利用数值域和二次数值域的定义以及酉

算子的不变性得到了其数值域和二次数值域关于虚轴、实轴、原点对称的充分条件，即 ( ) ( )D B D C= 。

其次给出了斜对角无穷维Hamilton算子数值域和二次数值域的闭包包含谱集的结论。 
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Abstract 
In this paper, the numerical range and quadratic numerical range of diagonal infinite dimensional 
Hamiltonian operators are studied. By using the definitions of numerical range and quadratic nu-
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merical range and the invariance of unitary operator, we obtain the sufficient conditions for the 
numerical range and quadratic numerical range are symmetric with respect to the imaginary axis, 
the real axis and the origin, ( ) ( )D B D C= . Secondly, we give the conclusion that the closure of the 
numerical range and quadratic numerical range of off-diagonal infinite dimensional Hamiltonian 
operators contains spectral sets. 
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1. 引言 

斜对角无穷维 Hamilton 算子是由无穷维 Hamilton 系统推导出的具有深刻力学背景的、适用性较广泛

的一类非自伴算子[1]。许多数学物理方程都可以等价地化成无穷维 Hamilton 系统[2]，从而得到对应的

Hamilton 算子。无穷维 Hamilton 算子的谱理论是解决某些力学问题的分离变量法的理论依据[3]，在代数

方程求解问题、控制论以及辛几何等领域有重要应用。而在算子谱理论的研究中，数值域是一个很重要

的工具，通常用它来刻画线性算子的谱的分布范围。例如，有界线性算子的数值域的闭包包含其谱集。

但对于一般的无界线性算子而言，其数值域没有这一性质。我们还知道，某些算子矩阵的谱具有关于复

平面的虚轴、实轴和过原点直线的对称性。这些性质揭示了算子本身的结构特性。近年来，在研究 2 × 2
分块算子矩阵时出现了一个新概念——二次数值域[4]，并且应用二次数值域可以建立自伴 2 × 2 分块算

子矩阵的变分原理，进而估计算子的特征值。对于一般有界线性算子来说，二次数值域是数值域的子集，

并且算子的谱集也包含在它的闭包里。所以二次数值域在线性算子谱的刻画方面比数值域更为精细[5]。
但是，对于一般的无界线性算子而言，其二次数值域的闭包是否包含谱集还未可知。因此，本文研究了

斜对角无穷维 Hamilton 算子的数值域和二次数值域关于过原点直线的对称性，进一步给出了数值域的闭

包包含谱集以及二次数值域的闭包也包含谱集的结论。 

2. 预备知识 

下面给出本文使用的一些符号和定义。 
文中始终用符号 X 表示 Hilbert 空间，若 T 是 X 中的稠定线性算子，分别用 ( )D T 和 *T 表示 T 的定义

域和共轭算子。T 的谱集记为 ( )Tσ ，点谱的全体记为 ( )p Tσ ，剩余谱的全体记为 ( )r Tσ ，连续谱的全体

记为 ( )c Tσ 。 ( )T 表示 T 的值域。符号 ( ),⋅ ⋅ 表示 Hilbert 空间 X 中的内积。 
定义 1 设 T 是 Hilbert 空间 X 中的有界线性算子，其数值域 TW 定义为 

( ) ( ){ }, : , 1TW Tx x x x= = . 

另一个等价定义为 

( )
( )

,
: 0

,T

Tx x
W x

x x
  = ≠ 
  

. 
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定义 2 设 X 是 Hilbert 空间，对于 , , , 0f g X f g∈ ≠ 定义 

( ) ( )

( ) ( )

2

,

2

, ,

, ,f g

Af f Bg f
f gf

Cf g Dg g
f g g

 
 
 

=  
 
 
 

 , 

则称集合 

( ){ }2
,: , , , 0,det 0f gW f g X f g Iλ λ= ∈ ∃ ∈ ≠ − =�   

为 Hilbert 空间 X X× 上的 2 2× 分块算子矩阵 

A B
C D
 

=  
 

  

的二次数值域。 
定义 3 如果 B，C 都是 X 中的自共轭算子(可能无界)，则称如下算子矩阵 

( ) ( )
0

:
0
B

H D C D B X X X X
C
 

= × ⊂ × → × 
 

 

为斜对角无穷维 Hamilton 算子。 

命 题 1 设 斜 对 角 无 穷 维 Hamilton 算 子 ( ) ( )
0

:
0
B

H D C D B X X X X
C
 

= × ⊂ × → × 
 

， 当

( ) ( )D B D C= 时，则有如下结论： 

( ) ( )*, ,Hx x x H x= . 

证明 ( ) ( ) ( )D H D C D B= × , ( ) ( ) ( )*D H D B D C= × ，当 ( ) ( )D B D C= 时，有 ( ) ( )*D H D H= ，所以

( )x D H∈ 时，也有 ( )*x D H∈ ，从而命题成立。 

命题 2 设斜对角无穷维 Hamilton 算子 ( ) ( )
0

:
0
B

H D C D B X X X X
C
 

= × ⊂ × → × 
 

， 1

1 0
0 1

J  
=  − 

，

2

0 1
1 0

J  
=  
 

， 3

0
0
i

J
i

 
=  − 

，则 

( ) ( ) ( )* *
1 1 2 2 3 3H J H J J H J J H J= − = = − . 

3. 主要结论及其证明 

定理 1 ( ) ( )
0

:
0
B

H D C D B X X X X
C
 

= × ⊂ × → × 
 

是斜对角无穷维 Hamilton 算子，如果

( ) ( )D B D C= ，则有如下结论： 

i) HW 关于虚轴对称。 
ii) HW 关于实轴对称。 
iii) HW 关于原点对称。 
证明 i) 若 HWλ ∈ ，则存在 ( )0x D H∈ , 0 1x = ，使得 

( )0 0,Hx xλ = . 

由命题 1 和命题 2， ( )*
3 3H J H J= − , *

3 3J J= , ( ) ( )*D H D H= ，则 
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( ) ( ) ( )* *
3 3 0 0 3 0 3 0 3 0 3 0, , ,J H J x x H J x J x J x HJ xλ = − = − = − . 

两边取共轭，则 

( )3 0 3 0,HJ x J x λ= −  

又由 3 0 1J x = ，所以 HWλ− ∈ 。当 HWλ− ∈ 时， HWλ ∈ 的证明是类似的。即 HW 关于虚轴对称。 
ii) 若 HWλ ∈ ，则存在 ( )0x D H∈ , 0 1x = ，使得 

( )0 0,Hx xλ = . 

由命题 1 和命题 2， *
2 2H J H J= ， *

2 2J J= ， ( ) ( )*D H D H= ，则 

( ) ( ) ( )* *
2 2 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0, , ,J H J x x H J x J x J x HJ xλ = = = . 

两边取共轭，则 
( )2 0 2 0,HJ x J x λ= . 

又由 2 0 1J x = ，所以 HWλ ∈ 。当 HWλ ∈ 时， HWλ ∈ 的证明是类似的。即 HW 关于实轴对称。 
iii) 若 HWλ ∈ ，则存在 ( )0x D H∈ , 0 1x = ，使得 

( )0 0,Hx xλ = . 

由命题 1 和命题 2， ( )1 1H J H J= − , *
1 1J J= , ( ) ( )*D H D H= ，则 

( ) ( )1 1 0 0 1 0 1 0, ,J HJ x x HJ x J xλ = − = − . 

则 
( )1 0 1 0,HJ x J x λ= − . 

又由 1 0 1J x = ，所以 HWλ− ∈ 。当 HWλ− ∈ 时， HWλ ∈ 的证明是类似的。即 HW 关于原点对称。 

定理 2 ( ) ( )
0

:
0
B

H D C D B X X X X
C
 

= × ⊂ × → × 
 

是斜对角无穷维 Hamilton 算子，如果 

( ) ( )D B D C= ，则有如下结论： 

i) 2
HW 关于虚轴对称。 

ii) 2
HW 关于实轴对称。 

iii) 2
HW 关于原点对称。 

证明 i) 若 2
HWλ ∈ ，则存在 ( )

x
D H

y
 

∈ 
 

且 1, 1x y= = ，使得 

( )
( )

,
det 0

,
By x

Cx y
λ

λ
  − 

=   −  
. 

又因为 ( ) ( )D B D C= ，从而有 

( )( ) ( )( )2 , , , ,By x Cx y y Bx x Cyλ = = . 

两边取共轭后得 
( )( )2 , ,Bx y Cy xλ = . 

进而得 

( )
( )

( )
( )

, ,
det 0

, ,
Bx y Cy x

Cy x Bx y
λ λ

λ λ

  
= =     

. 
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则 2
HWλ− ∈ ，从而 2

HW 关于虚轴对称。 
ii) 同理，可以得到 

( )
( )

,
det 0

,
By x

Cx y
λ

λ

  −
=   −  

. 

则 2
HWλ ∈ ，从而 2

HW 关于实轴对称。 
iii) 同理，可得 

( )
( )

,
det 0

,
By x

Cx y
λ

λ
  

=     
. 

则 2
HWλ− ∈ ，从而 2

HW 关于原点对称。 

定理 3 ( ) ( )
0

:
0
B

H D C D B X X X X
C
 

= × ⊂ × → × 
 

是斜对角无穷维 Hamilton 算子，如果 

( ) ( )D B D C= ，则有如下结论： 

i) ( ) HH Wσ ⊂ 。 
ii) ( ) 2

HH Wσ ⊂ 。 
证明 i) 令 ( )0 p Hλ σ∈ ，由点谱的定义，存在 0x ≠ ，使得 0Hx xλ= 。 
两边关于 x 作用内积得 

( )
( )0

,
,

Hx x
x x

λ = . 

从而 0 HWλ ∈ ，则 ( )P HH Wσ ⊂ 。令 ( )0 r Hλ σ∈ ，则 ( )*
0 p Hλ σ∈ ，由命题 2 中 ( )*

2 2H J H J= 及 2
2 1J =

可知 ( )0 p Hλ σ∈ ，从而 0 HWλ ∈ 。再由定理 1 得 HW 关于实轴对称，所以 0 HWλ ∈ 。则 ( )r HH Wσ ⊂ 。 
则 

( ) ( )P r HH H Wσ σ ⊂∪ . 

令 ( )0 c Hλ σ∈ ，则存在正交化序列{ } ( )1
, 1, 1, 2,n nn

x x n∞

=
= = � 使得当 n →∞时， 

( )0 0nH I xλ− → . 

两边关于 nx 做内积得 ( ) 0,n nHx x λ→ 。 
令 ( ),n n nHx xλ = ，则 n HWλ ∈ 且 0nλ λ→ ，从而有 0 HWλ ∈ 。 
所以 

( )c HH Wσ ⊂ . 

则 

( ) HH Wσ ⊂ . 

ii) 令 ( )0 p Hλ σ∈ ，则存在 0
f

u
g

 
= ≠ 
 

使得 0Hu uλ= ，即 0 0,Bg f Cf gλ λ= = 。 

两边分别关于 f 和 g 做内积得 ( ) ( )0, ,Bg f f fλ= , ( ) ( )0, ,Cf g g gλ= 。 
当 f 和 g 全部非零时，有 

( )
( )

( )
( ) 0

, ,
, ,

Bg f Cf g
f f g g

λ= = . 
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所以 
( )

( )

0

,
0

,
0

,
0

f g

f f
g f

H
g g

f g

λ

λ

 
 
 =  
 
  

. 

所以 

( )

2
0

0
0 02

, 0 02
0

0

det 0f g

f
g f f g

H I
g fg

f g

λ
λ

λ λ
λ λ

λ
λ

−

− = = − ⋅ =

−

. 

当 f 和 g 中一个为 0 时，不妨设 0, 0f g= ≠ ，则 0 0, 0Bgλ = = 。 
取 ( )f I D H= ∈� ，则有 ( ), 0Bg f =� ，从而 

( )

( )

( ), 0

,
0

det 0
,

0

f g

Bg f

g f
H I

Cf g

f g

λ− = =

�

�

�

�

 

当 0, 0f g≠ = 时同理。 
因此 2

0 HWλ ∈ ，所以 ( ) 2
p HH Wσ ⊂ 。令 ( )0 r Hλ σ∈ ，则 ( )*

0 p Hλ σ∈ 。由命题 2 可知 ( )0 p Hλ σ∈ 。从

而 2
0 HWλ ∈ 。再由定理 2 得 2

HW 关于实轴对称，所以 2
0 HWλ ∈ 。故 ( ) 2

r HH Wσ ⊂ 。 
则 

( ) ( ) 2
P r HH H Wσ σ ⊂∪ . 

令 ( )0 c Hλ σ∈ ，则必存在一正交化序列
1

2
1

n
n

n n

x
x

x

∞

=

   =   
   

，( 1, 1,2,nx n= = � )使得当 n →∞时， 

( )0 0nH I xλ− → . 

即 2 1 1 2
0 0,n n n nBx x Cx xλ λ→ → ，两边分别关于 1

nx 和 2
nx 做内积得， 

( ) ( )2 1 1 1
0, ,n n n nBx x x xλ→ , ( ) ( )1 2 2 2

0, ,n n n nCx x x xλ→ . 

当 1
nx 和 2

nx 下极限都不为 0 时， 

( )

( )

( )

( )

( )

2 1 1 1
0

0 01 2 1 2

, 0 1 2 2 2
0

0 01 2 1 2

, ,

det 0
, ,n n

n n n n

n n n n
f g

n n n n

n n n n

Bx x x x

x x x x
H I

Cx x x x

x x x x

λ
λ λ

λ
λ

λ λ

   
   − −
   
   − = → =
   
   − −
      

. 

当 1
nx 和 2

nx 中有一个下极限为 0 时，不妨设 1 0nx → ，则 0 0λ = ， ( )2 1, 0n nBx x → 。 
则 

( ), 0det 0
n nf gH Iλ− = . 
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所以 2
0 HWλ ∈ ，进而 ( ) 2

c HH Wσ ⊂ 。 
则 

( ) 2
HH Wσ ⊂ . 
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