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摘  要 

基于能量泛函的极小值问题，本文给出了分数阶调和映射方程的一类迭代算法，我们证明了该算法的收

敛性。 
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Abstract 
This paper proposes an iterative algorithm for fractional harmonic maps and its convergence is 
proved. 
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1. 引言 

设Ω是 N� 中的光滑有界区域， 1,2,3N = ， 2 是 3� 中的标准单位球，0 1s< < 。定义映射 2:u Ω→ 
的非局部能量为 

( )
( ) ( ) 2

2

1 d d ,
2s n s

u x u y
E u x y

x y +Ω×Ω

−
=

−
∫∫                              (1) 

我们称(1)的临界点为 s-阶调和映射。令 ∂Ω表示Ω的边界， sE′表示 sE 在函数空间 

( ) ( ){ }23 3, : : d|s
sH u E u u x

Ω
Ω = Ω→ + < ∞∫� �  

中的 Frechet 导数，即：对任意的 ( )2,su H∈ Ω  和 ( )3
0 ,sv H∈ Ω � ， 

( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 d d .s n s

u x u y v x v y
E u v x y

x y +Ω×Ω

− ⋅ −
′ =

−
∫∫  

这里， 

( ) ( ){ }2 3, | , , 1 . .s sH u u H u a e xΩ = ∈ Ω = ∈Ω�  

且 

( ) ( ){ }3 3
0 , | , , 0 .s sH u u H u

∂Ω
Ω = ∈ Ω =

�
� �  

于是具有固定边值条件的 s-阶调和映射方程为： 

( )( ) ( )

( ) ( )

2

0

, ,

, ,
1, . . .

s u xE u x x

u x x x
u x

 ′ ⊥ ∀ ∈Ω
 = ∀ ∈∂Ω
 = ∀ ∈Ω

T

n
a e



                            (2) 

这里 ( )0 xn 是一个固定的函数且对几乎处处的 x∈∂Ω， 0 1=n 。 
设 ( ),su H∈ Ω�  ，其中， m⊂ � 是无边的 k-维光滑子流形。如果函数 u 是泛函 ( )sE u 在扰动

( )t u tϕΠ +�  下的临界点，则称 u 为 s-阶调和映射。其中， ( )cCϕ ∞∈ Ω ， : mΠ →�  是 m� 到子流

形 上的投影映射。当 s = 1 时，这是经典调和映射的概念，文献[1] [2]和[3]对调和映射的当前研究情

况进行了系统的总结。近些年以来，人们对 s 为非整数的情形非常感兴趣，比如当靶流形 为标准黎曼

球面时，文献[4]利用三交换子估计方法，证明了 1/2-阶调和映射的光滑性；文献[5]得到了 n/2-阶调和映

射的光滑性；文献[6]分析了 1/2-阶调和映射的紧致性和爆破性质；文献[7]证明了 n/2-阶调和映射的 Hölder
连续性。当靶流形 为一般的紧致黎曼流形时，文献[8]得到了 1/2-阶调和映射的 Hölder 连续性。文献[9]
证明了靶流形分别为球和黎曼齐次流形时积分微分调和映射热流整体弱解的存在性。Alouges 在文献[10]
给出了一类经典调和映射能量极小问题的迭代算法，文献[11]讨论调和映射逼近格式的稳定性和收敛性，

介绍了一种基于 Alouges 的迭代算法的有限元离散化方法，并证明了它仅对锐角型三角剖分是稳定和收

敛的，并提出了一个后验准则，使我们能够得到一般三角剖分上调和映射弱收敛的充分条件和自适应网

格细化的充分条件，数值模拟实验进一步表明，自适应策略可以自动细化典型奇异点附近的三角剖分，

从而提高其运算效率。 
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在本文中，基于能量泛函(1)极小化问题，我们对 s-阶调和映射(2)提出一类迭代算法，将经典的Alouges
算法[10]推广到分数阶方程的情形(2)。具体地，我们有： 

算法 1 设 ( )0

2
0 ,s

nu H∈ Ω  ，对 0,1,n = �，直至收敛，第一步，定义 uK  = { ( )3
0 ,sw H∈ Ω � 使得

( ) ( ) 0w x u x⋅ = 几乎处处成立}，求解极小值问题 

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2min d d .
u

n n
n sw K

u x w x u y w y
x y

x y +Ω Ω∈

− − +

−
∫ ∫                       (3) 

设 ( )n nw w u= 为此问题的解。第二步，令 1 : n n
n

n n

u w
u

u w+

−
=

−
。 

在算法 1 中， ( ) ( ) ( ){ }0

2 2
0, : | , , . .,s s

nH u u H u x a e xΩ = ∈ Ω = ∈∂Ωn  。于是我们有以下定理： 

定理 1 算法 1 中的序列{ } 0n n
u ∞

=
在 ( )3,sH Ω � 中弱收敛到 s-阶调和映射 ( )0

2,s
nu H∞ ∈ Ω  。进一步，

{ } 0n n
u ∞

=
在 ( )3

0 ,sH Ω � 中强收敛到 0
�
。 

注记 1 在(2)两边同时取内积可知， ( )0

2,s
nu H∈ Ω  在弱解意义下是 s-阶调和映射当且仅当 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
20 d d , .un s

u x u y x y
x y K

x y

ψ ψ
ψ+Ω Ω

− ⋅ −
= ∀ ∈

−
∫ ∫  

2. 定理 1 的证明 

我们将证明分成以下几步： 
引理 2.1 我们有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2 2

2 2

d d

d d d d .

n n
n s

n n n n n n
n s n s

u x u y
x y

x y

u x w x u y w y w x w y
x y x y

x y x y

+Ω Ω

+ +Ω Ω Ω Ω

−

−

− − + −
= +

− −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

证明：因为 nw 是问题(3)的解，对任意
nuKψ ∈ 我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 d d 0.n n

n s

u x w x u y w y x y
x y

x y

ψ ψ
+Ω Ω

− − + −
=

−
∫ ∫  

取 nwψ = ，我们得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2 2

2 2

2

2 2

2 2

d d

d d d d

2 d d

d d d d .

n n
n s

n n n n n n
n s n s

n n
n s

n n n n n n
n s n s

u x u y
x y

x y

u x w x u y w y w x w y
x y x y

x y x y

u x w x u y w y x y
x y

x y

u x w x u y w y w x w y
x y x y

x y x y

ψ ψ

+Ω Ω

+ +Ω Ω Ω Ω

+Ω Ω

+ +Ω Ω Ω Ω

−

−

− − + −
= +

− −

− − + −
+

−

− − + −
= +

− −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
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引理 2.2 我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1

2 2d d d d .n n n n n n
n s n s

u x u y u x w x u y w y
x y x y

x y x y
+ +

+ +Ω Ω Ω Ω

− − − +
≤

− −
∫ ∫ ∫ ∫  

证明：因为 ( ) ( ) 0n nu x w x⋅ = ，我们有 ( ) ( ) 2 21 1n n nu x w x w− = + ≥ ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2
1 1

2 2

2

2

2

2

d d d d

2 2
d d

2 2
d d

d d .

n n n n

n n n nn n
n s n s

n n n n

n n n n
n s

n n n n n n n n
n s

n n n n
n s

u w u wx y
u w u wu x u y

x y x y
x y x y

u x w x u y w y
u x w x u y w y

x y
x y

u x w x u y w y u x w x u y w y
x y

x y

u x w x u y w y
x y

x y

+ +

+ +Ω Ω Ω Ω

+Ω Ω

+Ω Ω

+Ω Ω

− −
−

− −−
=

− −

− ⋅ −
−

− −
=

−

− − − − ⋅ −
≤

−

− − +
≤

−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

引理 2.3 nw 在空间 ( )3,sH Ω � 中强收敛至 0
�
。 

证明：根据引理 2.1 和引理 2.2，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1

2 2

2 2

2 2

d d d d

d d d d .

n n n n n n
n s n s

n n n n
n s n s

u x u y u x w x u y w y
x y x y

x y x y

u x u y w x w y
x y x y

x y x y

+ +
+ +Ω Ω Ω Ω

+ +Ω Ω Ω Ω

− − − +
≤

− −

− −
= −

− −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

从而，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1

2 2 2d d d d d d .n n n n n n
n s n s n s

w x w y u x u y u x u y
x y x y x y

x y x y x y
+ +

+ + +Ω Ω Ω Ω Ω Ω

− − −
≤ −

− − −
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

对这个不等式求和，设 N 为任意正整数，于是我们有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0

2 2
0

d d d d .
N

n n
n s n s

n

w x w y u x u y
x y x y

x y x y+ +Ω Ω Ω Ω
=

− −
≤

− −
∑∫ ∫ ∫ ∫  

所以级数
( ) ( ) 2

2
0

d dn n
n s

n

w x w y
x y

x y

∞

+Ω Ω
=

−

−
∑∫ ∫ 收敛。 

再根据 Sobolev 嵌入定理， nw 在空间 ( )3,sH Ω � 中强收敛至 0
�
。 

引理 2.4 nu 在空间 ( )3,sH Ω � 中弱收敛到 ( )0

2,s
nu H∞ ∈ Ω  且 u∞是 s-阶调和映射。 

证明：根据引理 2.1 可知， nu 在空间 ( )3,sH Ω � 中有界，从而存在 ( )3,su H∞ ∈ Ω � 使得 nu 在空间

( )3,sH Ω � 中弱收敛到 u∞。因为 ( )0

2,s
n nu H∈ Ω  且 ( )0

2,s
nH Ω  在弱拓扑意义下是 ( )0

3,s
nH Ω � 的闭子集，

从而 ( )0

2,s
nu H∞ ∈ Ω  。 

下面我们证明 u∞是 s-阶调和映射。注意到 nw 满足的欧拉–拉格朗日方程为 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 d d 0, .

n

n n n
un s

u x w x u y w y x y
x y K

x y +Ω Ω

− − + Ψ −Ψ
= Ψ∈

−
∫ ∫  

取 nuφΨ = × ，这里 ( )3
0 ,Cφ ∞∈ Ω � ，于是我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 d d 0.n n n n n n

n s

u x w x u y w y x u x y u y
x y

x y

φ φ
+Ω Ω

− − + × − ×
=

−
∫ ∫  

进一步，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

2

2

2

0 d d

d d

d d

d d

d d

n n n n n n
n s

n n n n n
n s

n n n n n n

n s

n n n
n s

n n n
n s

u x w x u y w y x u x y u y
x y

x y

u x w x u y w y x y u x
x y

x y

u x w x u y w y y u x u y
x y

x y

u x u y x y u x
x y

x y

w x w y x y u x
x y

x y

φ φ

φ φ

φ

φ φ

φ φ

+Ω Ω

+Ω Ω

+Ω Ω

+Ω Ω

+Ω Ω

− − + × − ×
=

−

− − + − ×
=

−

 − − + × − +
−

− − ×
=

−

− − ×
−

−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

2

2

2

d d

d d

d d

d d ,

n n n n

n s

n n n

n s

n n n

n s

n n n n

n s

w x w y y u x u y
x y

x y

x y u x u x u y
x y

x y

x y u x w x w y
x y

x y

y u x u y w x w y
x y

x y

φ

φ φ

φ φ

φ

+Ω Ω

+Ω Ω

+Ω Ω

+Ω Ω

 − × − −
−



  

− ⋅ × − =
−

 − ⋅ × − −
−

⋅ − × −
−

−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

取极限我们得到 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

20 d d .n s

x y u x u x u y
x y

x y

φ φ ∞ ∞ ∞

+Ω Ω

− ⋅ × −

−


= ∫ ∫  

这等价于 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

20 d d .n s

u x u y u x x u y y
x y

x y

φ φ∞ ∞ ∞ ∞
+Ω Ω

− ⋅ × − ×  =
−

∫ ∫  

最后，令 uφ ψ∞= × ， ( )3
0 ,Cψ ∞∈ Ω � 且 uKψ

∞
∈ ，于是根据向量恒等式：对于任意的 3, , ∈�a b c ，

( ) , ,× × = −a b c a c b a b c ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ,

u x x u x u x x

u x x u x u x u x x

x

φ ψ

ψ ψ

ψ

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

× = × ×

= ⋅ − ⋅

=
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所以 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
20 d d .n s

u x u y x y
x y

x y

ψ ψ∞ ∞
+Ω Ω

− ⋅ −
=

−
∫ ∫  

因此，根据注记 1 可知u∞在弱解意义下是 s-阶调和映射。 
综上所述，定理 1 得证。 
注记 2 设 ( )w u 是极小值问题(3)的解，则它是唯一的。事实上，设 1w 和 2w 都是解，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 1 2
2 d dn s

u x w x u y w y w x w x w y w y
x y

x y +Ω Ω

− − + ⋅ − − +

−
∫ ∫  

和 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 2 1 2
2 d dn s

u x w x u y w y w x w x w y w y
x y

x y +Ω Ω

− − + ⋅ − − +

−
∫ ∫  

成立，于是我们有
( ) ( ) ( ) ( ) 2

1 2 1 2
2 d d 0n s

w x w x w y w y
x y

x y +Ω Ω

− − +
=

−
∫ ∫ 。这意味着 1 2w w= 。 

注记 3 设 ( )w u 是极小值问题(3)的解，则 u 是 s-阶调和映射当且仅当 ( ) 0w u = 。事实上，若 ( ) 0w u = ，

我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 d d 0, .un s

u x u y x y
x y K

x y +Ω Ω

− ⋅ Ψ −Ψ
= Ψ∈

−
∫ ∫  

从而 u 是 s-阶调和映射。上述过程可逆，从而充分条件成立。 
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