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摘  要 

利用Pena距离对KL估计的影响分析进行讨论，得到了KL估计的Pena统计量的表达式，并对其性质进行

讨论分析，从而得到高杠异常点的判别方法。本文对Pena统计量与Cook统计量的性质进行了比较，得

出在一定条件下Pena统计量是优于Cook统计量的结论。通过实例对比分析，得到研究结果表明本文提

出的理论和方法是科学合理的。 
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Abstract 
In this paper, the influence analysis of KL estimation is discussed on the Pean distance. The ex-
pression of Pena statistics of KL estimation is obtained. The properties of Pena statistics are dis-
cussed and analyzed; meanwhile the discrimination of high-leverage outlier is obtained. In this 
paper, the properties of Pena statistic and Cook statistic are compared, and it is concluded that 
Pena statistic is better than Cook statistic under certain conditions. Through the example analysis, 
the research results show that the theory and method proposed in this paper are scientific and 
reasonable. 
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1. 引言 

在统计学中，统计诊断是数据分析的第一步，主要目的就是对样本数据中异常点或强影响点的识别

和诊断，传统的判断异常点或强影响点的常用统计量有 Cook 距离、似然距离、W-K 统计量和 AP 统计量

等。美国统计学家 Daniel Pena [1]于 2005 年提出的一种新的诊断统计量 Pena 距离，该统计量是对诊断统

计量的重要补充，Pena 距离是一种度量线性回归模型影响的新方法，这种方法与传统的诊断方法有较大

的区别。之前的方法是研究删除一个点(组)对回归分析的影响及对模型预测值的影响，或是某个样本点

(组)的微小扰动对参数估计的影响及对模型预测的影响；而 Pena 距离这一统计量是研究样本中的某一点

受其余各点的影响，也即度量样本中各点删除对某一特定样本点回归值及预测值的影响。孟丽丽等[2]基
于 Pena 距离研究了加权最小二乘估计的影响分析，胡江等[3] [4] [5] [6]基于 Pena 距离研究了非线性回归

模型、广义线性回归模型和 t-回归模型的影响分析；Semra Türkan 等[7]研究了基于 Pena 距离的岭估计和

改进岭估计的影响分析；Hadi Emami 等[8]研究了基于 Pena 距离的岭估计的影响分析；Muhammad Kashif
等[9] [10]研究了基于 Pena 距离的 Liu 估计和改进岭估计的影响分析。 

本文将 Pena 统计量推广到 Kibria-Lukman 估计的影响分析问题，给出 Kibria-Lukman 估计影响分析

的 Pena 统计量的表达式，并对其性质进行了讨论，从而得到高杠异常点的判别方法。在一定条件下对

Pena 统计量与 Cook 统计量的性能进行了比较分析，并通过实例分析对该方法的有效性进行验证。 

2. 理论基础 

考虑一般线性回归模型： 
y X β ε= +                                      (1) 

其中 ( )T
1 2, , , ny y y y= � ， ( )T

0 1 1, , , pβ β β β −= � ， ( )T
1 2, , , nε ε ε ε= � ， ( )2~ 0,N Iε σ ， 2 0σ > ，I 是 n 阶单

位矩阵，X 为 n p× 阶的已知设计矩阵，其中第 i 行为 ( )1 2 11, , , ,i i ipx x x −� 。当模型(1)满足高斯–马尔可夫

条件时，此时最小二乘估计(OLS) ( ) 1T Tˆ X X X yβ
−

= 为 β 的最佳线性无偏估计。 ˆŷ X Hyβ= = ，其中 

( ) 1T TH X X X X
−

= 为对角元素 ( ) 1T T
ii i ih x X X x

−
= 的帽子矩阵，

T
2 e es

n p
=

−
是 2σ 的无偏估计，其中 

( )ˆˆe y y y X I H yβ= − = − = − 。 
当解释变量存在复共线性时，最小二乘估计往往表现出不稳定性，其优良性就会被破坏，若再基于最

小二乘估计方法做影响分析很明显是不合适。为了解决这个问题，B. M. Golam Kibria 和 Adewale F. Lukman 
[11]提出了一种新的 Ridge-Type 估计，它称为 Kibria-Lukman (KL)估计，该估计是在岭估计和刘估计类中

提出了一种新的单参数估计，因此它具有岭估计和刘估计的很多特征。其 KL 估计的表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
1T Tˆ ˆ ˆ

KL p pX X I X X I W k M kβ λ λ β β
−

= + − =  
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其中 λ 是非负常数， ( ) ( )
11T

pW k I X Xλ
−− = +  
， ( ) ( ) 1T

pM k I X Xλ
− = −  

。 

根据 Daniel Pena [1]提出的 Pena 距离，得出基于 KL 估计的 Pena 距离可表示为： 

( ),

T
, ,

, 2
ˆ

, 1, 2, ,
KL i

KL i KL i
KL i

y

s s
S i n

pσ
= = �                                  (2) 

其中 ( ) ( ) ( )( )T

, , , ,, 1 , 2 ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,KL i KL i KL i KL iKL i KL i KL i ns y y y y y y− − −= − − −� ， ( )
, ,

, ,
,

ˆ ˆ
1

KL ji KL i
KL i KL i j

KL jj

h e
y y

h−− =
−

，
,

2 2
ˆ ,ˆ
KL iy KL iihσ σ= ，

其中 , , ,ˆKL i KL i KL ie y y= − ， ,ˆKL iy 为第 i 个点 ,KL iy 的拟合值， ( ),ˆKL i jy − 是删除第 j 个点后第 i 个点的拟合值， ,KL iih

是 ( ) ( )( )1 1T T T T
KL p pH X X X I X X I X X Xλ λ

− −
= + − 的对角元素。因此，对于公式(2)又可以重新表示为： 

( )

2 2
, ,

, 2 2
1, ,

1
ˆ 1

n
KL ji KL j

KL i
jKL ii KL jj

h e
S

p h hσ =

=
−

∑                                 (3) 

其中， 2σ̂ 的估计为
T

2 KL KLe es
n p

=
−

。 

定理 2.1 当样本中不含异常点时，有 ( ),
1

KL iE S
p

→ ( )n →∞  

证明 因为 ( ), , ,1KL j KL jj KL je h y= − ，所以 ( ) ( ) ( )2 2
, , , ˆvar 1KL j KL j KL jje E e h σ= = − ，故 

( ) ( )
( )

2 2 2
, , ,

, 2 2
1 1, ,, ,

1 1
ˆ 11

n nKL ji KL j KL ji
KL i

j jKL ii KL jjKL ii KL jj

h E e h
E S

ph hp h hσ = =

= =
−−

∑ ∑  

记 *
,1

max KL iii n
h h

≤ ≤
= ，对于上式有 

( ) ( ) ( ) ( )
*

*
, * *

1 1 1 0
1 1KL i

hE S h
p pp h p h

≤ = + → →
− −

 

而当 ,
1

KL jjh
n

≥ ，有 

( ) ( )
2

,
,

1, ,

1 1 1
11 1

n
KL ji

KL i
jKL ii KL jj

h
E S n

ph h pp
n

=

= ≥ → →∞
−  − 

 

∑  

定理 2.1 表明：当 * 0h → ，n →∞时，所有样本点的数学期望影响趋于
1
p
，即 ( ),

1
KL iE S

p
→ ，所以

当样本点的期望和
1
p
相差很大时，可以判断出样本点中的异常点。与 Cook 距离相比较，Pena 距离是优

于 Cook 距离的，因为 Cook 距离的数学期望为
( )

,

,1
KL ii

KL ii

h
p h−

，其数学期望是依赖于 ,KL iih ，随 ,KL iih 的变化

而变化。 

定理 2.2 在 ,KL iih 很小的样本中，当 n →∞， p →∞，但 0p
n
→ ，则 ,KL iS 的分布近似于正态分布。 

证明 利用中心极限定理，假设没有异常值， *
,1

max KL iii n
h h ch

≤ ≤
= ≤ ， 0c > ，其中 ,

1

n
KL ii

i

h
h

n=

= ∑ ，当 n →∞，
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p →∞，但 0p
n
→ ，对于公式(3)可以写成

2
,

,
1 ˆ

n
KL j

KL i ij
j

e
S m

σ=

 
=  

 
∑ ，其中

( )

2
,

2
, ,1

KL ji
ij

KL ii KL jj

h
m

ph h
=

−
， ,KL je 是

( ) ( )2 T
,cov 2KL j KL KL KLe I H H Hσ= − + 的正态随机变量。因此，当 n →∞ ， , 0KL ijh → ， ,KL iS 是自由度为 1

的卡方独立变量的加权组合。 0ijm > ，下证

1

0ij
n

ij
j

m

m
=

→

∑
。 

因为 

( )
( ), ,,

2
,

1 2

1

KL jj KL jjKL jj
ij

KL jj

h hh
m

pp h

+
≤ ≈

−
, 

则有 

( ) ( ), , , ,

2
,

1 1

1 2 1 2

2

KL jj KL jj KL jj KL jjij
n n

ij KL jj
j j

h h h hm
pm p h

= =

+ +
≤ ≤

+∑ ∑
 

所以，当 p →∞，

1

0ij
n

ij
j

m

m
=

→

∑
，故在这些假设下， ,KL iS 的分布是近似于正态分布。 

定理 2.2 表明：对于大样本和解释变量比较多时，Pena 距离 ,KL iS 的分布近似于正态分布，而 Cook
距离的分布[12]是偏态分布，由此可知，Pena 距离的这一性质是优于 Cook 距离。 

,KL iS 的这一性质，对于大样本和解释变量比较多时， ,KL iS 的分布将近似于正态分布，其截断点可以 

通过这一性质来寻找。因此，当样本观测点的值远远大于
( )

( )
, ,

,

KL i KL i

KL i

S E S

SD S

−
，则该样本观测点就可以视为 

异常点或影响点，但是当样本中存在异常点或影响点时， ,KL iS 的均值和标准差很容易受影响。于是 Daniel 
Pena [1]提出使用 Pena 距离的中位数和中位数绝对偏差来代替均值和标准差。所以，如果 ,KL iS 满足 

( ) ( ), , ,4.5KL i KL i KL iS Median S MAD S≥ +                            (4) 

则称该样本点是异常点或影响点。 

其中 ( )
( ){ }, ,

, 0.645
KL i KL i

KL i

Median S Median S
MAD S

−
= 是正态数据标准差的稳健估计量， ( ),KL iMedian S 是

,KL iS 的中位数。 

下面考虑 Pena 统计量 ,KL iS 在含有一组相同的高杠异常点的样本点中具有的性质。 
设 有 n 个 样 本 点 ( ) ( ) ( )T T T

1 1 1 2 1, , , , , , ny x y x y x� ， 记 ( )T
0 1 2, , , nX x x x= � ， ( )T

0 1 2, , , ny y y y= � ，

( ) ( ) ( )( )1 1T T T T
0 0 0 0 0 0 0 00

ˆ
KL X X kI X y k X X X yβ

− −
= + − ， T

0
ˆ

i i i KLu y x β= − 。假设在样本点中含有 k 个相同的高杠

异常点 ( )T,a ay x ，令 ( )
T

0
ˆ

a a a KLu y x β= − ， ( )T T T
0 , 1T a kX X x= ， ( )T T

0 , 1T a ky y y= ，其中 ( )T1 1,1, ,1
k

k =
�����
�
个

，

( )
T

,
ˆ

KL i i i KL Te y x β= − ， ( ) ( ) ( )( )1 1T T T Tˆ
T T T T T T T TKL T X X I X y X X X yβ λ λ

− −
= + − ， 

( ) ( ) ( )( )1 1T T T T
T T T T T T T TKL TH X X X I X X I X X Xλ λ

− −
= + − 是对 n k+ 个样本点的投影矩阵，其中 ( )KL TH 的元素

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104100


王孟孟，田维琦 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104100 927 应用数学进展 
 

记为 ( )KL ijh ，记 ( ) ( ) ( )( )1 1T T T T
0 0 0 0 0 0 0 00KLH X X X I X X I X X Xλ λ

− −
= + − 是对 n 个正常点的投影矩阵，其中的

元素记为 ( )
0
KL ijh 。 

设投影矩阵 ( )KL TH 的分块形式为： ( )
( ) ( )

( ) ( )

11 12

21 22

KL T KL T

KL T
KL T KL T

H H
H

H H

 
=  
  

，则有 ( )11KL TH ， ( )12KL TH ， ( )22KL TH 分

别是 nn× ， n k× ， k k× 矩阵， ( )21KL TH 是 ( )12KL TH 的转置矩阵，并且有 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )T0 0
11 0 1 10 1KL T KL KL a KL a

KL a

kH H h h
kh

= −
+

,                        (5) 

其中 ( ) ( ) ( )( )1 10 T T T T
0 0 0 0 0 0a aKL ah x X X I X X I X X xλ λ

− −
= + − ， 

( ) ( ) ( )( )1 10 T T T
0 0 0 0 0 0 01 aKL ah X X X I X X I X X xλ λ

− −
= + − . 

同理可求得 

( )
( )

0 T
12 21 10

1 1
1KL KL kKL a

KL a

H H h
kh

= =
+

,                            (6) 

( )
( )

0 T
22 0

1 1 1
1KL k kKL a

KL a

H h
kh

=
+

                                 (7) 

又因为 ( )
T

,
ˆ

KL i i i KL Te y x β= − ， ( )
T

, 0
ˆ

KL i i i KLu y x β= −  

所以 

( ), ,KL i KL i iaKL iae u kh u= − , 1, 2, ,i n= � ,                          (8) 

对于异常点的 ,KL ae 有 

( )
, 0

1
1KL a a

KL a

e u
kh

=
+

, 1, 2, ,i n= �                               (9) 

对于正常点，利用公式(8)，有 Cook 距离为： 

( )( )
( )

2

,

, 22
,ˆ 1

i a KL iiKL ia
KL i

KL ii

u kh u h
D

p hσ

−
=

−
                                (10) 

对于异常点，利用公式(8)，有 Cook 距离为： 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
2

22ˆ 1 1 1

a KL a
KL ia

KL a KL a

u h
D

p k h khσ
=

+ − +
                          (11) 

假设样本中有高杠异常点，即由 ( )
0
KL ah →∞，则有 12 21 0KL KLH H= → ，由此可得 ( ) ( )0, 1, 2,KL jah j n→ = ，

T

22
1 1k k

KLH
k

→ ，即 22KLH 中的元素 ( )
1

KL ah
k

→ 。 

又因为 

( )

( )

2
,2

,

0, 1, 2, ,

, 1, 2, ,
KL ja

ja
KL jj KL a

j nh
kh h j n n n k
n

α
=

= → 
= + + +

�

�
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所以对于正常点，有 

2
, ,

1

n

KL i ji KL j
j

S Dα
=

= ∑ , 1, 2, ,i n= �                              (12) 

而对于异常点，有 

( )

2

,KL i KL a
kS D
n

= , 1, 2, ,i n n n k= + + +�                          (13) 

综上所述可以得到：对于正常点的样本点，当 ( )
0
KL ah →∞， ( ) 0KL jah → 时，利用公式(9)，有 

,KL i ie u→ , ( ),
1

KL iE S
p

→  

对于异常点，当 ( )
0
KL ah →∞， , 0KL ae → ， ( ) 0KL iaD → ， , 0KL iS → 。即有 

定理 2.3 当样本中含有高杠杆异常点时，Pena 统计量 ,KL iS 的数学期望，有 

( ),

0,
1 ,KL iE S
p


→ 


高杠杆异常

点正常

点
 

定理 2.3 表明：当数据中包含有一群相同的高杠异常点时，可以根据 ,KL iS 的值很容易把它们识别出

来，而这一点 Cook 距离是不能做到的。 

3. 实证分析 

案例数据来自文献 Longley 数据集[13]，是强共线性的宏观经济数据，其中包含 GNP deflator (GNP
平减指数)、GNP (国民生产总值)、Unemployed (失业率)、Armed Forces (武装力量)、Population (14 岁以

上的非机构人口)、year (年份)，Employed (就业率)。回归模型(1)给出如下： 
y X β ε= +  

其中 ( )1 2 3 4 5 6, , , , ,X x x x x x x= ，y 是就业率， 1x 是 GNP 平减指数， 2x 是国民生产总值， 3x 是失业率， 4x 是

武装力量， 5x 是 14 岁以上的非机构人口， 6x 是年份。该数据集的条件数为 43,275 [14]，则说明该数据

集回归变量之间存在严重的多重共线性。 
Cook [15]使用该数据集基于数据删除法得到最小二乘估计的 Cook 距离，识别出样本点 5，16，4，

10 和 15 为影响点，Walker 和 Birch [16]基于岭估计的数据删除法使用 Cook 距离、W-K 统计量、杠杆值

和残差，识别出最有影响的五个点，即点 16、10、4、15 和 5，Jahufer 和 Jianbao [17]基于改进岭估计得

到 Cook 距离和 W-K 统计量，确定点 10、4、15、16 和 1 为影响点，Semra Türkan 等[7]基于岭估计和改

进岭估计得到 Pena 统计量，当 0k = 时，识别出影响点为 5、16、6、15 和 10，当 0.0002k = 时，岭估计

识别出的影响点为 16、15、10、4 和 1，改进岭估计识别出的影响点为 16、15、5、4 和 10；Kashif 等[9]
基于 Liu 估计得到 Pena 统计量，当 0.1d = 时，识别出的影响点为 3、10、11、4 和 5， 0.5d = 时，识别

出的影响点为 10、3、4、15 和 16， 0.9d = 时，识别出的影响点为 10、4、15、5 和 16， 1d = 时，识别

出的影响点为 15、10、5、4 和 16。在本文中，我们使用相同的数据集基于 KL 估计得到的 Pena 统计量

来识别影响点，当 0λ =  (OLS)和 0.0002λ = ，通过公式(3)计算得到 ,LK iS ，结果见表 1。 
由表 1 显示结果可以看出，基于 KL 估计所提出的 Pena 统计量，当 0λ = 时，KL 估计退化为最小二

乘估计，其识别出最有影响的五个样本点分别为：5、16、6、15 和 10，与 Semra Türkan 等[7]人识别出

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104100


王孟孟，田维琦 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104100 929 应用数学进展 
 

的影响点是一样的；当 0.0002λ = 时，其 Pena 统计量识别出的最有影响的五个样本点分别为 16、5、15、
6 和 4，与其它作者相比，至少有三个影响点是一样的，验证了本文基于 KL 估计所提出来的 Pena 统计

量是合理可行的。 
 
Table 1. The five most influential observations: Longley data 
表 1. Longley 数据集中：最可能的 5 个影响点 

0λ =  0.0002λ =  

case ,LK iS  case ,LK iS  

5 0.6976 16 0.6087 

16 0.5701 5 0.5017 

6 0.5270 15 0.4451 

15 0.4308 6 0.4004 

10 0.3364 4 0.3322 

4. 结论 

在本文中，综合考虑了复共线性和影响诊断问题，Belsley 等[14]建议在检测异常点或影响点时，应

处理复共线性问题。因此本文在基于 KL 估计下一般线性回归模型中，使用 Pena 距离来讨论 KL 估计的

影响诊断，得到了基于 KL 估计下的 Pena 距离的表达式，并对其性质进行证明，得到 Pena 距离的分布

在一定条件下近似于正态分布，并通过该统计量能识别出数据中高杠异常点，从而得到高杠异常点的判

别方法。在文中将 Pena 距离与 Cook 距离的性质进行了比较，得出在一定条件下 Pena 统计量是优于 Cook
统计量的。最后，通过实例研究的结果验证，说明本文所提出的理论与方法是合理可行的。 
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