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摘  要 

本文结合上下解技巧和极大极小方法研究了一类奇异拟线性椭圆型方程解的存在性和多重性。首先，在

赋予非线性项和奇异项合理的假设条件下，得到了该问题非平凡解的存在性；其次，增强假设条件并运

用山路引理，我们获得了该问题第二个解。 
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Abstract 
In this paper we combine sub-supersolution technique and minimax methods to study the exis-
tence and multiplicity of solutions for a class of singular quasilinear elliptic equations. Firstly, by 
suitable hypotheses on the nonlinearity term and singular term, we obtain the existence of non-
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trivial solutions. Furthermore, by strengthening the hypotheses and applying the Mountain Pass 
Theorem, we show the existence of a second solution. 

 
Keywords 
Singular Term, Sub-Supersolution Technique, Minimax Methods 

 
 

Copyright © 2021 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文考虑如下奇异拟线性椭圆型方程解的存在性和多重性： 

( ) ( ) ( )2 , ,  ,

0,    ,   0,   ,    
p pu u u b x u f x u x

u x u x

γ−−∆ − ∆ = + ∈Ω


> ∈Ω = ∈∂Ω
                   (1.1) 

其中 ( )3N NΩ ⊂ ≥� 是一个具有光滑边界的有界区域， ( ) 0b x > 、 0γ > 、 ( ),f x s 是连续的且满足一定条

件。 
近几十年，对含有 p-Laplace 算子的拟线性椭圆型方程解的存在性等相关问题得到了广泛的研究，如

文献[1] [2] [3]。同时，非线性奇异边值问题也引起了不少学者的关注，尤其在流体力学、非牛顿流体等

物理领域涌现出了大量的研究成果，如文献[4] [5] [6]。但对于同时包含问题(1.1)中拟线性项以及奇异非

线性项的椭圆型方程的问题，仅有较少学者进行研究，且均为 2p = 的情况，具有代表性结果的是文献[7] 
[8] [9]。 

本文目的在于将已有的相关成果拓展到 2p ≠ 的情形，得到方程(1.1)解的存在性和多重性结果。 
下面给出函数 ( )b x 和 ( ),f x s 满足的条件： 
(b1)存在函数 ( )1

0 0e C∈ Ω ， 0 0e ≥ 且 q N> ，使得 ( )0
qbe Lγ− ∈ Ω 。 

(f1)对几乎处处 x∈Ω和任意 [ ]0,s δ∈ ，存在常数 , 0kδ > ，使得 

( ) ( ),kb x f x s− ≤ . 

(f2)对几乎处处 x∈Ω和任意 s∈�，存在 0 0F > ， 2r p> 且 ( ) ( )10 a x L∞≤ ∈ Ω ， ( )1a x 不恒为 0，使得 

( ) ( )( )1
0 1, 1 .rf x s F a x s −≤ +  

(f3)对几乎处处 x∈Ω和任意 [ )0 ,s s∈ ∞ ，存在 0 0s > 且 pθ > ，使得 

( ) ( )0 2 , , ,F x s sf x sθ< ≤  

其中 ( ) ( )
0

, , d
s

F x s f x t t= ∫ 。 

若 ( ) ( )1,
0

pu W L∞∈ Ω Ω∩ ， 0u > ，成立 

( ) ( ) ( )2 21 1
01 2 2 , ,  ,p p p pp pu u u u u u h x u Cϕ ϕ ϕ ϕ− −− − ∞

Ω Ω Ω
+ ∇ ∇ ∇ + ∇ = ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫         (1.2) 

其中 ( ) ( ) ( ), ,h x u b x u f x uγ−= + ，则称函数 :u Ω→ �是方程(1.1)的一个正弱解。 
进一步，方程(1.1)对应泛函如下： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104090
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


徐颖颖 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104090 819 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )11 1 2 , ,p ppJ u u u H x u
p

−

Ω Ω
= + ∇ −∫ ∫  

其中 ( ) ( )
0

, , d
s

H x s h x t t= ∫ 。不难发现，对其直接应用变分方法存在困难，主要困难在于当 ( )1,
0

pu W∈ Ω 时，

( )1p pu u L∇ ∈ Ω 不一定成立。为解决这一困难，参考文献[10]中的方法，我们进行变量替换 ( )1v g u−= ，

g 定义为 

( ) ( ) ( ]

( )
( )( )

[ )1
1

      ,0 ,
1      0, .

1 2
ppp

g s g s s

g s s
g s−

 = − − ∈ −∞

 ′ = ∈ +∞
 +

                        (1.3) 

对应泛函 J 可写为 

( )( ) ( )( )1 , ,pJ g v v H x g v
p Ω Ω

= ∇ −∫ ∫                           (1.4) 

且定义 ( ) ( )( ):v J g vΦ = ，在给定 ( ),H x s 合理假设条件下， ( )vΦ 在 ( )1,
0

pW Ω 上有意义。进一步， ( )vΦ 为

如下拟线性方程对应的 Euler-Lagrange 泛函： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),    ,

0   ,   0  .   
pv b x g v g v f x g v g v x

v x v x

γ− ′ ′−∆ = + ∈Ω


> ∈Ω = ∈∂Ω
                  (1.5) 

显然，若 v 是方程(1.5)的弱解，则 ( )u g v= 是方程(1.1)的弱解。因此只需要研究方程(1.5)的解的存在性。 
本文主要结果如下： 
定理 1.1：假设条件(b1)、(f1)和(f2)成立，则存在 0 0α > 使得当 1 0a α

∞
≤ 成立时，方程(1.1)至少存在

一个正弱解。 
定理 1.2：假设条件(b1)、(f1)~(f3)成立， *2r p< ， ( )*p Np N p= − ，则存在 1 0α > 使得当 1 1a α

∞
≤ 成

立时，方程(1.1)至少存在两个正弱解 ˆ,v v� ，且 ˆv v<� 。 

2. 预备知识和基本引理 

符号：记 * **, , , , 0,1, 2,iC C C C i = �表示不同的正常数，且相邻出现可能是不相同的。 

记 ( )PL Ω 是 Lebesgue 空间，并定义范数 ( )
1

d , 1p p
pu u x p

Ω
= ≤ < ∞∫ ； esssup ,

x
u u p

∞
∈Ω

= = ∞。 

记 ( )1,
0

pW Ω 是 Sobolev 空间，并定义范数 ( )
1

dp pu u x
Ω

= ∇∫ 。 

注记 2.1：由(b1)中 0be γ− 的可积性条件，可知 ( ){ }0: 0 0meas x e x∈Ω = = 且 ( )qb L∈ Ω 。 

引理 2.2 [9] [10]：函数 g 及其导数满足下列性质： 
1) 函数 g 唯一确定的，且是 2C 和可逆的； 
2) 对所有 s∈�， ( ) 1g s′ ≤ ； 
3) 对所有 s∈�， ( )g s s≤ ； 
4) 当 0s → ， ( ) 1g s s → ； 

5) 对所有 s∈�， ( )
1 1

2 22 pg s s≤ ； 

6) 对所有 0s ≥ ， ( ) ( ) ( )2g s sg s g s′≤ ≤ ； 
7) 当 +s → ∞， ( ) 0g s s a→ > ； 
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8) 存在一个正常数 C，使得 

( ) 1
2

,   1,

,   1;

C s s
g s

C s s

 ≤≥ 
 ≥

 

9) 对所有 1s ≥ 且 0t ≥ ， ( ) ( )2 2g st sg t≥ ； 

10) 对所有 s∈�， ( ) ( )
1

2
p

pg s g s
−

′ ≤ 。 

引理 2.3：函数 ( )( ) ( ) , 0s g s g s s
γ− ′→ > 满足下列性质： 

1) ( )( ) ( )g s g s
γ− ′ 在 ( )0,∞ 递减； 

2) ( )( ) ( )
0

lim
s

g s g s
γ

+

−

→
′ = +∞； 

3) 存在常数 1 0C > 使得对所有 1s ≥ ，成立 ( )( ) ( ) 10 g s g s C
γ− ′< ≤ 。 

证明：根据 g 的定义及(1.3)式可知， ( )g s 在 ( )0,∞ 递增， ( )g s′ 在 ( )0,∞ 递减。当 0s > 时， ( ) 0g s > 且

( ) 0g s′ > ，则(1)得证。又因 0γ > 且 0s +→ 时， ( ) 0g s +→ ， ( ) 1g s′ → ，则可得(2)成立。结合(1)的结论

以及当 0s > 时， ( ) 0g s > 且 ( ) 0g s′ > ，则可立即证得(3)成立。证毕。 

3. 定理 1.1 的证明 

我们称 ,v v 分别为方程(1.5)上解和下解，当且仅当 ( ) ( )1,
0, pv v W L∞∈ Ω Ω∩ 时，下列条件成立： 

1) 对几乎处处 x∈Ω，有 ( ) ( )0 v x v x< ≤ ； 
2) 对任意 ( )1,

0
pWϕ ∈ Ω ， 0ϕ ≥ ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 , ,pv v b x g v g v f x g v g v
γ

ϕ ϕ ϕ
−−

Ω Ω Ω
′ ′∇ ∇ ∇ ≤ +∫ ∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 , .pv v b x g v g v f x g v g v
γ

ϕ ϕ ϕ
−−

Ω Ω Ω
′ ′∇ ∇ ∇ ≥ +∫ ∫ ∫  

本节我们将证明方程(1.5)有一个弱解 ( )1,
0

pv W∈ Ω 满足对几乎处处 x∈Ω，有 

( ) ( ) ( )0 .v x v x v x< ≤ ≤  

首先，我们考虑下列边值问题： 

( )   ,

0   .
pu x x

u x

ψ−∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                                (3.1) 

命题 3.1 [11]：假设 ( ) ,qL q Nψ ∈ Ω > ，则方程(3.1)有唯一弱解 ( )1
0u C∈ Ω 。进一步，若 0ψ ≥ 是非平

凡的，则 

0, ;    0, ,uu x x
ν
∂

> ∈Ω > ∈∂Ω
∂

 

其中ν 为 ∂Ω上的单位内法向量。 
引理 3.2：假设条件(b1)、(f1)和(f2)成立，则存在 0 0α > 使得当 1 0a α

∞
≤ 成立时，存在 ( ),v v L∞∈ Ω 满足： 

1) ( ) ( )( ) ( ) ( )qb x g v g v L
γ− ′ ∈ Ω 且 2v δ

∞
≤ ，其中 0δ > 且由(f1)给定； 

2) 对几乎处处 x∈Ω，有 ( ) ( )0 v x v x< ≤ ； 
3) ,v v 分别为方程(1.5)上解和下解。 
证明：由(b1)可知， ( )qb L∈ Ω 。进一步，又因 ( ) 0b x > ， q N> ，根据命题 3.1 可得下列问题 
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( ) ,   ,

0,    ,
p b x x

x

ω

ω

−∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                                   (3.2) 

有一个唯一解 ( )1
0Cω∈ Ω 且 0, xω > ∈Ω， 0, xω

ν
∂

> ∈∂Ω
∂

。根据(b1)中所给 0e 定义，可得
0

inf 0
e
ω

Ω

 
> 

 
且

( )qb Lγω− ∈ Ω 。现在，我们设 0 1ε< < 充分小，使得 ( ) { }00 min 2, ,1v x δ δ< ≤ 成立，其中 :v εω= ， 0δ >

由(f1)给定且 0 0δ > 。进一步，由引理 2.3-(2)可得，对任意 ( )00,s δ∈ ，有 

( )( ) ( ) 1,g s g s k
γ− ′ ≥ +                                    (3.3) 

其中 k 为(f1)给定常数。由引理 2.2-(2)和(8)，我们推得 

( ) ( )( ) ( ) ( )qb x g v g v L
γ− ′ ∈ Ω 且 2.v δ

∞
≤                           (3.4) 

结论(1)证毕。 
类似地，为了证明结论(2)，我们考虑 ( )1

0z C∈ Ω 为下列方程唯一解： 

( ) ( )( ) ( ) 02    ,

0   ,
p z b x g v g v F x

z x

γ− ′−∆ = + ∈Ω


= ∈∂Ω
                         (3.5) 

其中 0F 由(f2)给定。由(3.3)式和(3.4)式可得，对几乎处处 x∈Ω有 

( )( )( ) ( )( ) 1.g v x g v x k
γ−

′ ≥ +                                (3.6) 

设 v z= ，对所有 ( )1,
0

pWϕ ∈ Ω ， 0ϕ ≥ ，可知 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

2

21 .

p

pp

v v b x g v g v b x

b x v v

γ
ϕ ϕ ϕ

ε ϕ ϕ

−−

Ω Ω Ω

−−

Ω Ω

′∇ ∇ ∇ ≥ ≥

≥ = ∇ ∇ ∇

∫ ∫ ∫
∫ ∫

                    (3.7) 

因此，由弱比较原则可以得到，对几乎处处 x∈Ω， v v≤ 成立。 
最后，根据 ( ) ( )1,

0, pv v W L∞∈ Ω Ω∩ 和引理 2.2-(3)可知， ( ) [ ]0,g v δ∈ 。再由(3.6)式，(f1)和引理 2.2-(2)，
对任意 0ϕ ≥ ，我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
2

1

,

0,

p

p

v v b x g v g v f x g v g v

b x k g v g v

γ

γ

ϕ ϕ ϕ

ε ϕ

−−

Ω Ω Ω

−−

Ω

′ ′∇ ∇ ∇ − −

′≤ + − ≤

∫ ∫ ∫

∫
 

即证得 v 为方程(1.5)的下解。 
进一步，利用 v 的定义以及 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,qb x g v g v L q N

γ− ′ ∈ Ω > ，由命题 3.1和(3.5)式得到 ( )1
0v C∈ Ω 。

因此，存在常数 0 0C > (不依赖于 v 和 ( )1a x )使得 

0 .v C
∞
≤                                        (3.8) 

因为 ( )0 1g v′< ≤ 且对几乎处处 x∈Ω有 v v≤ ，利用引理 2.3-(1)，(f2)及(3.5)式，我们可知 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

2

0

0

1
0 1

,

2 ,

2 ,

1 .

p

r

v v b x g v g v f x g v g v

b x g v g v g v g v F f x g v g v

F f x g v g v

F a x g v g v

γ

γ γ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

−−

Ω Ω Ω

− −

Ω Ω

Ω

−

Ω

′ ′∇ ∇ ∇ − −

′ ′ ′≥ − + −

′≥ −

′≥ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

        (3.9) 
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设 1
0 0 0rCα −= >  ( 0C 为(3.8)式中的常数)，若 1 0a α

∞
≤ ，可知对几乎处处 x∈Ω，有 

( )
( )( ) ( )( )( )

1 1 1 1 1
0

1 1 1 1 ,r r r ra x
C v g v xg v

− − − −

∞ ∞

≤ ≤ ≤ ≤  

即在Ω上 ( ) ( )( ) 1
11 0

r
a x g v

−
− ≥ 。因此，根据(3.9)式可得 v 为方程(1.5)的上解。证毕。 

定理 1.1 的证明考虑截断函数 :h Ω× →� � �， 

( )

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

, ,   ,

, , ,   ,

, ,   ,

b x g v x g v x f x g v x g v x s v x

h x s b x g s g s f x g s g s v x s v x

b x g v x g v x f x g v x g v x s v x

γ

γ

γ

−

−

−

 ′ ′+ <
 ′ ′= + ≤ ≤

 ′ ′+ >


�          (3.10) 

同时考虑下列辅助问题 

( ),   ,

0   ,
pv h x v x

v x

−∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω

�
                            (3.11) 

且(3.11)式对应能量泛函 ( )1,
0: pWΦ Ω →� �由下式给定 

( ) ( )1 , ,pv v H x v
p Ω Ω

Φ = ∇ −∫ ∫ ��                          (3.12) 

其中 ( ) ( )
0

, , d
s

H x s h x t t= ∫ �� 。 
根据(3.10)式，引理 2.3-(1)及 ( )0 1g s′< ≤ ，对几乎处处 x∈Ω及所有 s∈�，我们可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1, ,h x s b x g v g v M
γ− ′≤ +�                       (3.13) 

其中
( ) ( )

( )( )1
, 0,
esssup ,

x s v
M f x g s

∞∈Ω×

= 。 

结合(3.12)式，(3.13)式和 ( ) ( )( ) ( ) ( )qb x g v g v L
γ− ′ ∈ Ω ，运用 Hölder 不等式和 Sobolev 嵌入不等式，

对所有 ( )1,
0

Pv W∈ Ω 我们有 

( ) 1 2 31
1

1 1 .p p
q

q
v v C v C v v C v

p p−
Φ ≥ − − ≥ −�  

因此，Φ� 是强制的。 
其次，定义集合 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,

0: :  . . pv W v x v x v x a e xΓ = ∈ Ω ≤ ≤ ∈Ω 和 ( )inf vκ
Γ

= Φ� ，不难发现集合Γ在

( )1,
0

pW Ω 上既为闭集也为凸集，因此其为弱闭集。 

进一步，由于 ( )vΦ� 是强制的，则对于集合Γ内的极小化序列{ }nv 是有界的且存在弱收敛子列，我们

仍然记为{ }nv ，可得 

( )( )
( )( )

1,
0

*

  ,

  ,  1 ,

  . . .

w p
n

n

n

v v W

v v L p

v v a e x

σ σ

 → Ω

 → Ω ≤ <


→ ∈Ω

在 中

在 中                        (3.14) 

由(3.13)式、(3.14)式，Sobolev 嵌入不等式和 Lebesgue 控制收敛定理可得 

( ) ( ), , .nH x v H x v
Ω Ω

→∫ ∫� �  
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因此，Φ� 在集合Γ上为弱下半连续的。 
由文献[12]中的定理 1.2 可知，

Γ
Φ� 在点 v∈Γ� 达到极小值，同时，参考文献[12]中的定理 2.4 的证明

方法，我们可知 ( ) 0v′Φ =� � 。因此， v�是方程(3.11)的一个弱解。 
最后，根据(3.10)式中 ( ),h x s� 的定义，当 ( ) ( ),s v x v x∈   时，v�为方程(1.5)的一个弱解，即 ( )u g v= �

为方程(1.1)的一个正弱解。 

4. 定理 1.2 的证明 

我们定义 ( ) ( ) ( )( )*1, 1, 1,
0 0: :p P pA W W W′−Ω → Ω = Ω ，且对所有的 ( )1,

0, Pu Wη ∈ Ω ，非线性映射定义为 

( ) 2, ,pA u u uη η−

Ω
= ∇ ∇ ∇∫  

且该映射满足如下性质(参考文献[13])： 
命题 4.1：映射 ( ) ( )1, 1,

0: p PA W W ′−Ω → Ω 是有界的、连续的和严格单调的，并且为 ( )S
+
型，即若

w
nu u→ 在 ( )1,

0
pW Ω 上成立和 ( )limsup , 0n n

n
A u u u

→∞
− ≤ 成立，则在 ( )1,

0
PW Ω 上有 nu u→ 。 

现在，结合引理 3.2 中 ( )1
0v C∈ Ω ，我们可定义 Carathéodory 函数 ˆ :h Ω× →� �为： 

( )
( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

, ,   ,ˆ ,
, ,   ,

b x g v x g v x f x g v x g v x s v x
h x s

b x g s g s f x g s g s s v x

γ

γ

−

−

 ′ ′+ <= 
 ′ ′+ ≥

         (4.1) 

同时考虑如下辅助问题 

( )ˆ ,   ,

0   ,
pv h x v x

v x

−∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                            (4.2) 

且(4.2)式对应能量泛函 ( )1,
0

ˆ : pWΦ Ω → �由下式给定 

( ) ( )1 ˆˆ , ,pv v H x v
p Ω Ω

Φ = ∇ −∫ ∫                         (4.3) 

其中 ( ) ( )
0

ˆˆ , , d
s

H x s h x t t= ∫ 。根据 ( )ˆ ,h x s 定义，当 ( )s v x< 时，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1
ˆ , .h x s b x g v g v M

γ− ′≤ +  

运用引理 2.2-(5)和(10)、引理 2.3-(1)和(f2)，当 ( )s v x≥ 时，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

* 21
ˆ , 1 .

r
h x s b x g v g v C a x s

γ −−  ′≤ + + 
 

 

因此，对几乎处处 x∈Ω和任意 s∈�，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

** 21
ˆ , 1 ,

r
h x s b x g v g v C a x s

γ −−  ′≤ + + 
 

 

( ) ( ) ( )** 21 1
ˆ , ,

r
H x s l x s C a x s≤ +                            (4.4) 

其中 ( ) ( ) ( )( ) ( ) **
1l x b x g v g v C

γ− ′= + 且 ( ) ( )1
ql x L∈ Ω 。基于前面所做的工作，我们可立即得出 

( )( )1 1,
0

ˆ ,pC WΦ∈ Ω � ，且 Φ̂的任意一个临界点都对应方程(4.2)的一个弱解。 
引理 4.2：假设条件(b1)和(f1)~(f3)成立，则泛函 Φ̂在任意 c∈�水平满足 Palais-Smale 条件。 
证明：设序列{ } ( )1,

0
p

nv W⊂ Ω ，且同时满足 ( )ˆ
nv cΦ → ， ( )ˆ 0nv′Φ → 。由 ( )ˆ ,h x s 定义，经过一些简
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单的计算，当 ( )s v x< 时，我们可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ ˆ, , 1 .h x s s H x s s b x g v g v M

γ
θ θ

− ′− ≥ − +                   (4.5) 

接下来，针对 ( )s v x≥ 的情况，我们将从以下三种情形考虑： 0 1, 1γ γ< < = 和 1γ > 。 
情形 1： 0 1γ< < 。 
令

( ) ( )
( )

0
0

, 0,
esssup ,

x s s
m f x s

∈Ω×
= 和

( ) ( )
( )

0
0

, 0,
esssup ,

x s s
M F x s

∈Ω×
= 。不失一般性，根据条件(f3)我们假设 ( )0s g v

∞
> ，

则当 ( ) ( )1
0v x s g s−≤ < 时，由引理 2.2-(6)和引理 2.3-(1)，可以推出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0
3ˆ ˆ, , 2 .
1

h x s s H x s m s m s b x g v g v s M
γγθ θ θ θ

γ
−− ′− ≥ − − − −

−
          (4.6) 

当 ( )1
0s g s−≥ 时，根据条件(f3)，进一步得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
3ˆ ˆ, , .
1

h x s s H x s m s b x g v g v s M
γγθ θ θ θ

γ
−− ′− ≥ − − −

−
             (4.7) 

结合(4.5)~(4.7)式和 ( ) ( )( ) ( ) ( )qb x g v g v L
γ− ′ ∈ Ω ，可知对几乎处处 x∈Ω和所有 s∈�，有 

( ) ( ) ( )1 2 1
ˆ ˆ, , ,h x s s H x s C C x sθ ω− ≥ − −  

其中 ( ) ( )1
qx Lω ∈ Ω 。因此可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆ1 , 1 , , ,p
n n n n n n n n nC o v v v v v h x v v H x v

p
θθ θ

Ω

 ′+ ≥ Φ − Φ = − + − 
 

∫  

最终得到 

( )1 2 1 1 1 .p
n n n nqC C C v o v v

p
θω

 
+ Ω + + ≥ − 

 
 

情形 2： 1γ > 。 
此与情形 1 方法类似，在此省略详细论述。 
情形 3： 1γ = 。 
利用引理 2.3-(1)和引理 2.2-(2)，当 ( ) ( )1

0v x s g s−≤ < 时，推出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

ˆ ˆ, , 2 1 2 .h x s s H x s b x g v g v s m s Mθ θ θ θ
− ′− ≥ − − + −               (4.8) 

若 ( )1
0s g s−≥ ，利用(f3)即得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
0 0

ˆ ˆ, , 2 .h x s s H x s b x g v g v s m s Mθ θ θ θ
− ′− ≥ − − −                 (4.9) 

结合(4.5)、(4.8)和(4.9)式，运用与情形 1 相同方法可得出 

( )1 2 1 1 1 .p
n n n nqC C C v o v v

p
θω

 
+ Ω + + ≥ − 

 
 

综合情形 1~情形 3 来看，可推出对所有 0γ > ，{ }nv 在 ( )1,
0

pW Ω 上有界，因此 

( )( )
( )( )

1,
0

*

  ,

  ,  1 ,

  . . .

w p
n

n

n

v v W

v v L p

v v a e x

σ σ

 → Ω

 → Ω ≤ <


→ ∈Ω

在 中

在 中                        (4.10) 
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进一步，对任意给定的 ( )1,
0

pWη ∈ Ω ，可知 

( ) ( ) ( )2 ˆˆ1 , , .p
n n n n no v v v h x vη η η−

Ω Ω
′= Φ = ∇ ∇ ∇ −∫ ∫  

选定 ( )1,
0

p
nv v Wη = − ∈ Ω ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 ˆˆ1 , , .p
n n n n n n n no v v v v v v v h x v v v−

Ω Ω
′= Φ − = ∇ ∇ ∇ − − −∫ ∫           (4.11) 

另一方面，我们有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2
21 1

1
2 2 1
1 1

1

ˆ , 1

.

r

n n n n

r
rqn n n nrq q r

h x v v v b x g v g v C a x v v v

b x g v g v v v C v v v C v v

γ

γ

−−

Ω Ω

−−
−

−
−

′− ≤ + + −

′≤ − + − + −

∫ ∫
 

因为 *2 2 , 1p r p p N q< < < < < ，容易看出
( )* *2 1

1 ,
r

r p p
r
−

− ≤ < 且 *

1
q p

q
<

−
。由(4.10)式可得 

( )( )ˆlim , 0.n nn
h x v v v

Ω→∞
− =∫                             (4.12) 

因此，由(4.11)和(4.12)式推出 

( )lim , 0.n nn
A v v v

→∞
− =  

运用命题 4.1 进一步得到在 ( )1,
0

PW Ω 上， nv v→ 成立。证毕。 
引理 4.3：假设条件(b1)和(f1)~(f3)成立，则存在 1 0α > 使得 1 1a α

∞
≤ 时，下列事实成立： 

1) 存在 1 0, 0R ρ> > 使得
( )

( )
1 0

ˆinf
Rv B

v ρ
∈∂

Φ ≥ ； 

2) 存在 ( ) ( )
1

1,
0 \ 0p

Re W B∈ Ω 使得 ( )ˆ 0eΦ < 。 
证明：根据(4.4)式，若 ( )1,

0
pv W∈ Ω ，则有 

( ) 2
1 1

1 2

ˆ , .
r

q rq
q

H x v l v C a v
∞Ω −

≤ +∫  

因此，根据 Sobolev 嵌入不等式可得 

( ) 21 1 2 1
1ˆ .

rp
qv v C l v C a v

p ∞
Φ ≥ − +  

选定 1 0R > 使得 1
1 1 1 2

p

q

R C l R
p
− ≥ 。再令 2

1 1
2

1
4

r

R
C

α
−

= ，对所有 ( )
1

0Rv B∈∂ ，当 1 1a α
∞
≤ 时，有 ( )ˆ 1vΦ ≥ 。 

针对结论(2)，由(f2)和(f3)不难发现，存在 ( )Q L∞∈ Ω ，使得对几乎处处 x∈Ω和任意 0s ≥ ，有 

( ) ( ) ( )0 2
2
0

,
, .

F x s
F x s s Q x

s
θ

θ≥ −                            (4.13) 

进一步，当 1s ≥ 时，对几乎处处 x∈Ω可推出 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )ˆ ˆ, , , , .H x sv H x v F x g sv F x g v≥ + −  

因此，由引理 2.2-(9)可知，当 1s ≥ 时，有 

( ) ( ) ( )( )2 *
02

0

ˆ , .
p

ps ssv v F x s g v C
p s

θ
θ

θ Ω
Φ ≤ − −∫                     (4.14) 
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因为 pθ > ，由(4.14)式可知，当 s →∞时， ( )ˆ svΦ → −∞ 。因此，选定 *:e s v= ，当 * 0s > 充分大时可得

( )*ˆ 0s vΦ < 。证毕。 
定理 1.2 的证明根据引理 4.2、引理 4.3 和山路引理[14]可知，泛函 Φ̂有一个临界点 ( )1,

0ˆ pv W∈ Ω ，且

同时满足 ( )ˆ ˆ 1vΦ ≥ 和 v̂为方程(4.2)的一个弱解。 
接下来，我们进一步证明对几乎处处 x∈Ω，均有 ˆv v≤ 。 
事实上，取 ( )ˆv vϕ += − 作为方程(4.2)的弱解定义式中的测试函数，得到 

( ) ( )( ){ } ( )2 2

ˆ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .p p

v v
v v v v h x v v v v v v v− −+ + +

Ω ≤ Ω
∇ ∇ ∇ − = − ≥ ∇ ∇ ∇ −∫ ∫ ∫  

由算子的单调性可知，对几乎处处 x∈Ω，均有 ( )ˆ 0v v +− = ，即对几乎处处 x∈Ω， ˆv v≤ 成立。 
进一步，根据 ( )ˆ ,H x s 定义和 ( ) ( )infv v

Γ
Φ = Φ� �� ，我们可得 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ,v v v vΦ = Φ ≤ Φ = Φ� �� �                            (4.15) 

且 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1ˆ , 1 0.p pv v b x g v g v v f x g v g v v v
p p

γ−

Ω

 ′ ′Φ = − + ≤ − < 
 

∫        (4.16) 

结合(4.15)、(4.16)式和 ( )ˆ ˆ 1vΦ ≥ ，可知 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ0v vΦ < < Φ� 。 
最后，由(4.1)式中 ( )ˆ ,h x s 定义，当 ( )s v x≥ 时，可以推出 v̂为方程(1.5)的一个正弱解，从而 ( )ˆu g v=

为原方程(1.1)的一个正弱解。 
取 v�替换(4.1)式中的 v ，运用与上述证明相同的方法，我们可进一步推出，对几乎处处 x∈Ω，均成

立 ˆv v≤� 。 
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