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摘  要 

本文把复变解析函数的孤立性定理及惟一性定理推广到非均匀复变解析函数上。通过对非均匀复变解析
函数零点定义及性质的推广，给出非均匀复变解析函数的零点的孤立性定理及解析函数的惟一性定理。 
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Abstract 
In this paper, the isolation theorem and uniqueness theorem of complex analytic functions are 
extended to heterogeneous complex analytic functions. By extending the definition of zero and the 
properties of analytic function of heterogeneous complex variable, the isolation theorem of zero 
and uniqueness theorem of analytic function of heterogeneous complex variable are given. 
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1. 引言 

在文献[1]中，作者推广复变函数理论到非均匀复变函数理论，建立了非均匀函数的解析性理论，获

得了解析函数的一些判定定理，文献[2]进一步讨论了解析函数的积分理论，建立了 Cauchy 公式，Cauchy
定理，在这些理论基础上，文献[3] [4] [5] [6] [7]研究了解析函数的级数理论、解析函数与调和函数的关

系、解析函数解一般曲线上的实积分，建立了泰勒定理、罗朗级数定理、留数定理和非均匀调和函数的

积分表示。本文考虑到局部和整体的关系对研究数学唯一解的存在的意义，因此进一步推广文献[8]-[13]
的复变函数理论的解析函数零点的孤立性和唯一性理论到非均匀复变函数上，利用唯一性讨论获得了一

些具体区域解析函数的显示表达式。 

2. 预备知识 

本节给出一些有关于非均匀复数、以及非均匀复变函数的基本定义，和一些基本性质，具体可见参

考文献[1]-[6]。 

2.1. 非均匀复数的定义 

本定义集合 { }|KC z z a jb= = + ，其中 ,a b 均为实数 R 中的元素，同时 2 , 0j k k= − ≥ 。 
在 KC 中引入数乘运算， 

, , , ,Kz a jb z C m R mz ma jmb= + ∈ ∈ = +  

在 KC 中引入加法运算， 
1 1 1 2 2 2 1 2, , , ,K Kz a jb z a jb z C z C= + = + ∈ ∈  

( ) ( )1 2 1 2 1 2 .z z a a j b b+ = + + +  

在加法和数乘运算构成线性空间，再引入如下乘法运算则构成域： 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 2 1z z a a kb b j a b a b= − + + . 

定理 2.1 [1] 在上述数乘、加法和乘法运算， KC 为 R 上的一个域，我们称其为非均匀复数域。 
我们在复数域 KC 上可以定义非均匀复数的模 kξ 。 

2 2
k x kyξ = + ，其中 2, , 0x jy j k kξ = + = − >  

则按照此定义得到的模、三角不等式是成立的。并且可以得出如下的三角表示和指数表示： 

( ) ( )cos sin e j
k k

jk k
k

ϕξ ξ ϕ ϕ ξ 
= + = 

 
，其中 ( )tan k yk

x
ϕ =  

为了可以简化计算并更容易取得主值，我们可取 0 2kϕ≤ < π，具体参见文献[5] [6]。 

2.2. 非均匀复变函数的微分 

下面给出非均匀复变函数的定义，导数以及解析性等概念，详见文献[1]： 
定义 2.2 已知 g 是一个从 KC 到 KC 的映射，那么我们称 ( )g z 为 KC 上的非均匀复函数。 
定义 2.3 已知函数 ( )w g z= 在某一点 0z 的邻域内，或包含该点的区域 D 内是有定义的，则可以考虑

比值 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

0

0
g z g z g z z g zw z

z z z z
− + ∆ −∆

= = ∆ ≠
∆ − ∆

 

如果当 z 按照任意方式趋于 0z 时，即当 z∆ 按照任意方式趋于 0 时，比值 w z∆ ∆ 的极限都存在，且其

值有限，则称此极限为函数 ( )g z 在 0z 的导数，并记为 ( )0g z′ ，即 

( ) ( ) ( )0
0 0 0

0

lim lim
z z

g z g zwg z
z z z∆ → ∆ →

−∆′ = =
∆ −

, 

这时称函数 ( )g z 于点 0z 可导。 
定义 2.4 如果函数 ( )w g z= 在区域 D 内可微，则称 ( )g z 为区域 D 内的解析函数，或称函数 ( )g z 在

区域 D 内解析。函数在某点解析，是指在该点的某一个邻域内是解析的，函数在某个闭域解析，是指在

包含该闭域的某区域内解析。 

2.3. 非均匀复变函数的积分 

本小节给出非均匀复变函数有关于积分的一些基本概念，并入复变函数中已知的 Cauchy 积分公式以

及 Cauchy 积分定理一样进行一些推广，详见参考文献[2]。 
定义 2.5 已知非均匀复数域 kZ 上存在一条有向曲线 C： 

( )z z t=  ( tα β≤ ≤ ) 

其中该曲线以 ( )a z α= 为起点， ( )b z β= 为终点， ( )g z 沿该有向曲线 C 有定义，则可以沿着 C 从 a 到 b
的方向上，在 C 上取分点： 0 1 1, , , ,n na z z z z b−= =� ，这样则可以将曲线 C 划分为 n 个弧段，在从 1tz − 到 tz
的每一个弧段上任取一点 tξ ，那么 

( )
1

n

n t t
t

S g zξ
=

= ∆∑ , 1t t tz z z −∆ = −  

随着分点的增多，弧段有一个明显加细的情况，如果所有弧段的和数 nS 的极限存在且为 S，那么则 
可以称 ( )g z 沿 C (从 a 到 b)可积，S 就为其上的积分，记号为 ( )d

C
g z z∫ ，其中 C 为积分路径。 

定理 2.6 [2] 已知 D 非均匀复数域 KC 上的单连通区域，且函数 ( )g z 在该单连通区域内解析，C 为 D 
内任一条周线，则有， ( )d 0

C
g z z =∫ 。 

定理 2.7 [2] 已知非均匀复数域 KC 上存在区域 D 的边界周线(复周线) C，且函数 ( )g z 在 D 内解析，

并且在区域及其边界上连续，则有 

( ) ( )1 d
2 C

g
g z

i z
ξ

ξ
ξ

=
π −∫  ( z D∈ )。 

2.4. 非均匀幂级数 

本小节我们主要对均匀复变函数的幂函数进行推广，从而得到非均匀复变函数的幂级数的有关定义，

详见文献[3]。 

定理 2.8 [3] 若非均匀幂级数 ( )
0

n
n

n
c z a

∞

=

−∑ 的收敛椭圆域是 : kT z a R− < ，则该幂级数在其椭圆域内 

绝对收敛并且内闭一致收敛至解析函数 ( )g z ，即 

( ) ( )
0

n
n

n
g z c z a

∞

=

= −∑ ,                                (2.1) 
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同时在 T 内，幂级数(2.1)进行逐项求导，且如下等式成立， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
1! 1 1 2

1 1

p
p p

p
n

g z c p c p P p z a

c n n n p z a

+= + + − − +

+ − − + − +

� �

� �
                       (2.2) 

其中(2.1)和(2.2)中的收敛椭圆半径 R 相同，并且其中的系数 pc 满足下面的关系 
( ) ( ) ( )0,1,2,

!

p

p

g a
c p

p
= = � . 

定理 2.9 [3] 已知 ( )g z 是区域 D 内的一非均匀解析函数， a D∈ ，那么只要椭圆 : kT z a R− < 且

T D⊂ 内，则 ( )g z 在 T 内就可以展开成非均匀幂级数： 

( ) ( )
0

n
n

n
g z c z a

∞

=

= −∑ , 

其中系数
( ) ( ) ( )

( )
( )1

d1 0,1,2,
! 2

p

p n
T

g a g
c p

p i aρ

ξ ξ

ξ += = =
π −
∫ � ，( ,kT a Rρ ξ ρ ρ= − = < )且展开唯一。 

3. 非均匀复变解析函数零点的定义及性质 

3.1. 非均匀复变解析函数零点的定义 

定义 3.1 若函数 ( )g z 在区域 D 内非均匀解析，且在点 a 的值为零，那么称点 a 为非均匀解析函数

( )g z 的零点。 
如果非均匀解析函数 ( )g z 在 kz a R− < 内不恒为零，若 ( )g z 在点 a 展成幂级数满足下面的关系，

( ) ( ) ( ) ( )1 0mg a g a g a−′= = = =� ，但 ( ) ( ) 0mg a ≠ ，则称 m 为零点 a 的阶，a 则称为 ( )g z 的 m 阶零点。尤

其是当 m = 1 时，该点 a 也称 ( )g z 的单零点。 

3.2. 非均匀复变解析函数零点的性质 

定理 3.2 若非均匀解析函数 ( )g z 不恒为零，则 a 为 ( )g z 的 m 阶零点的充要条件是 

( ) ( ) ( )mg z z a zϕ= −  

其中 ( )zϕ 是邻域 kz a R− < 内的非均匀解析函数，并且满足 ( ) 0aϕ ≠ 。 
证明：必要性由假设有， 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1

! 1 !

m m
m mg a g a

g z z a z a
m m

+
+= − + − +

+
�  

令 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

! 1 !

m mg a g a
z z a

m m
ϕ

+

= + − +
+

�  

即可得结论。 
充分性由假设有， 

( ) ( ) ( )mg z z a zϕ= −  

( )zϕ 在 a 处泰勒展开，注意到泰勒展开的唯一性得 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1

! 1 !

m m
m mg a g a

g z z a z a
m m

+
+= − + − +

+
� , 
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其中 ( )
( ) ( )

0
!

mg a
a

m
ϕ = ≠ 。 

定理 3.3 (零点的孤立性) 若非均匀解析函数 ( )g z 不恒为零，则 a 为 ( )g z 的零点，那么一定存在该

点 a 的一个邻域，使得 a 是 ( )g z 该邻域内的唯一零点。 

证明：已知 a 为 ( )g z 的 m 阶零点，于是由定理 3.2， ( ) ( ) ( )mg z z a zϕ= − 其中 ( )
( ) ( )

0
!

mg a
a

m
ϕ = ≠ ， 

从而由 ( )zϕ 在点 a 的连续性和保号性，存在一邻域 kz a r− < ，使得 ( )zϕ 于其中恒不为零，故 ( )g z 在

其中无异于 a 的其他零点。 
推论 3.4 已知函数 ( )g z 在区域 : kK z a R− < 内非均匀解析，在 K 内有 ( )g z 的一列零点 ( )n nz z a≠ 收

敛于 a，则 ( )g z 在 K 内一定是恒等于零的。 
证明：因为 ( )g z 在区域 : kK z a R− < 内非均匀解析，那么该函数一定在 a 点连续，同时使得 ( ) 0ng z = ，

并且让 n 趋于无穷，然后取极限，则可以得到 ( ) 0g a = 。综上所述，该点 a 则一定是一个非孤立的零点。

于是根据定理 3.3， ( )g z 在 K 内一定是恒为零的。 

3.3. 非均匀复变解析函数的惟一性 

本小节，我们利用非均匀解析函数零点的孤立性，讨论解析函数整体与局部的关系，建立下面的惟

一性定理： 
定理 3.6 (惟一性定理) 设 ( )1g z 和 ( )2g z 都是区域 D 内的非均匀解析函数；且在 D 内存在一个收敛

于 a D∈ 的点列{ }( )n nz z a≠ ，满足 ( ) ( )1 2n ng z g z= ，则 ( )1g z 和 ( )2g z 在 D 内恒等。 
证明：令 ( ) ( ) ( )2 1g z g z g z= − ，那么我们只需证明 ( )g z 在 D 内恒为零就行了。 
已知 ( )g z 在 D 内解析，同时在 D 内有一列零点{ }( )n nz z a≠ 收敛于 a D∈ 。如果区域 D 本身就是以

a 为心的圆，或者 D 就是整个 z 平面，那么根据推论 3.4 可知 ( )g z 恒等于零。 
而在一般情形下，只要利用区域的道路连通性就可以获得，类似的证明参考文献[8] [9]。 
推论 3.7 已知非均匀函数 ( )1g z 和 ( )2g z 在区域内非均匀解析 D，并且 D 内的某一子区域(或一小段

弧)上 ( ) ( )1 2g z zg= ，则在区域 D 内， ( ) ( )1 2g z zg≡ 。 
例 3.1 设非均匀复变函数 ( )1g z 和 ( )2g z 在区域 D 内非均匀解析，且在 D 内 ( ) ( )1 2 0g z g z ≡ 。 
则， ( )1g z 或 ( )2g z 在 D 内恒为零。 
证明：若在区域 D 内存在 0z D∈ 使 ( )1 0 0g z ≠ ，又因为 ( )1g z 在 0z 解析，所以连续，存在 0z 的邻域

K D⊂ ，使 ( )1g z 在 K 内恒不为零。由 

( ) ( )1 2 0g z g z ≡ , 

可得 
( )2 0g z ≡ . 

由定理 3.6 知 ( )2 0g z ≡  ( )z D∈ 。 
例 3.2 这些恒等式 2 2sin cos 1z z+ = ， ( ) 2cos 2 1 2sinz z= − 等，在 z 平面上也成立。 
例 3.3 由推论 3.7可以得到，数学分析中的初等函数的幂级数展开也可以推广到非均匀复变函数中，如： 

2

0
exp 1

! 2

n

n

z zz z
n

∞

=

= = + + +∑ � , 

( )
( )

2 2 4

0

1
cos 1

2 ! 2 24

n n

n

z z zz
n

∞

=

−
= = − + +∑ � , 
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( )
( )

2 1 3 5

0

1
sin

2 1 ! 6 120

n n

n

z z zz z
n

+∞

=

−
= = − + +

+∑ �  

注 3.8 惟一性定理揭示了解析函数一个非常深刻的性质，函数在区域 D 内整体的值，不仅仅是整体

的值，也是局部的值。由此可以得到与复变解析函数相似的结论，非均匀复变解析函数在区域 D 的局部

与整体之间有着十分紧密的内在联系。 
利用唯一性定理，文献[9]的 178 页的习题进一步推广到非均匀复变函数上，获得如下命题： 
命题 3.9 设区域 D 包含实轴上的区间 ( ),a b I= ， ( ) ( ) ( ), ,g z p x y jq x y= + 在 D 内解析，且

( ) ( ),0 ,0p z jq z+ 在 D 内解析，则必有 ( ) ( ) ( ),0 ,0g z p z jq z= + ， z D∀ ∈ 。 
利用这个命题，可以方便地将含有 ,x y 的解析函数化简为仅含单变元 z x jy= + 的形式。 
利用旋转和平移可以把命题 3.9 推广到更一般的情况： 
定理 3.10 设 ( ) ( ) ( ), ,g z p x y jq x y= + 在区域 D 内非均匀解析， 0 1a a ja D= + ∈ 且 

( ) ( )1 1 1 1, ,p z ja a jq z ja a− + − 在 D 内非均匀解析，则必有 ( ) ( ) ( )1 1 1 1, ,g z p z ja a jq z ja a= − + − ， z D∀ ∈ 。 
证明：因为 0 1a a ja D= + ∈ ，在 D 内存在邻域 { }| , 0U z z a r r= − < > ，作区域 

{ }0 | ,D z z z a z D′ ′= = − ∈ ， { }0 | ,U z z z a z U′ ′= = − ∈ ，则 { }0 0|U z z r D′ ′= < ⊂ ，在 z′平面的区域 0D 内有

实轴的一段区间 ( ),r r− ，记 z z a′ = − ， z x jy′ ′ ′= + ，令 ( ) ( )f z g z′ = ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 1

, ,

, ,

, ,

f z g z p x y jq x y

p x a y a jq x a y a

u x y jv x y

′ = = +

′ ′ ′ ′= + + + + +

′ ′ ′ ′= +

 

且 ( )f z′ 在区域 0D 内关于 z′解析， ( ) ( )1 1 1 1, ,p z ja a jq z ja a− + − 在 D 内解析，从而有 ( ) ( ),0 ,0u z jv z′ ′+ 在

在区域 0D 内关于 z′解析，因此推论 3.9 的条件成立，在区域 ( ) ( ) ( ),0 ,0zu v zf z j′ = +′ ′ ，即 

( ) ( ) ( )1 1 1 1, ,g z p z ja a jq z ja a= − + − ， z D∀ ∈ 。 
注 3.11 定理 3.10 可以看成命题 3.9 的推广，事实上，当 a 在实轴上时， 1 0a = ，就是命题 3.9。 
下面利用旋转推广命题 3.9： 
定理 3.12 设 ( ) ( ) ( ), ,g z p x y jq x y= + 在区域 D 内解析， 

( ) ( )cos sin e j
k k

ja a k k a D
k

ϕϕ ϕ 
= + = ∈ 

 
，且 ( )m z 在 D 内解析，其中 ( )m z 为下面函数， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

cos e , sin e

cos e , sin e

j j

j j

zm z p z k k
k

zjq z k k
k

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −

− −

 
=  

 
 

+  
 

 

则必有 ( ) ( )g z m z= ， z D∀ ∈ 。 

证明：因为 ( ) ( )cos sin e j
k k

ja a k k a D
k

ϕϕ ϕ 
= + = ∈ 

 
，在 D 内存在邻域 { }| , 0U z z a r r= − < > ，

作区域 { }0 | e ,jD z z z z Dϕ′ ′= = ∈ ， { }0 | e ,jU z z z z Uϕ−′ ′= = ∈ ，则 { }0 0| kU z z a r D′ ′= − < ⊂ ，在 z′平面

的区域 0D 内有实轴的一段区间 ( ),k kr a r a− + + ，记 e jz z ϕ−′ = ， z x jy′ ′ ′= + ，令 ( ) ( )f z g z′ = ，则有 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,

cos sin , sin cos

cos sin , sin cos

, ,

f z g z p x y jq x y

xp x k y k k k y k
k
xjq x k y k k k y k
k

u x y jv x y

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

′ = = +

′ ′ ′ ′= − + 
 

′ ′ ′ ′+ − + 
 
′ ′ ′ ′= +

 

且 ( )f z′ 在区域 0D 内关于 z′解析， ( )m z 在 D 内解析，从而有， ( ) ( ),0 ,0u z jv z′ ′+ 在区域 0D 内关于 z′解析，

且在实区间 ( ),k kr a r a− + + 有 ( ) ( )g z m z= ，因此命题 3.9 的条件成立，在区域 ( ) ( ) ( ),0 ,0zu v zf z j′ = +′ ′ ，

即 ( ) ( )g z m z= ， z D∀ ∈ 。 
注 3.13 根据上面的结论，若函数是解析的，则部分性质决定整体的性质，并且在适当的条件下进一

步证明了文献[6]的定理 3.2 的结论。 
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