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摘  要 

本文研究无穷维序列空间在一致框架下的非线性manifold n-宽度 ( )n W X,δ ，并得到其精确渐进估计，

即当 p q1 ,≤ ≤ ∞时 ( )
 
 
 

r
q p

n p r qB l n
1 1

, ,
− − +

δ �≺ ， p rB , 表示 p rl , 中的单位球。 
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Abstract 
In this paper, we study the nonlinear n-width ( ),n W Xδ  of infinite dimensional sequence 
spaces under consistent framework and obtain its accurate asymptotic estimates. That is 

( )
 
 
 

1 1

, ,
r

q p
n p r qB l nδ �≺

− − +

 when 1 ,p q≤ ≤ ∞ . ,p rB  is the unit sphere in the representation ,p rl . 
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1. 引言 

函数逼近论是函数论中极其重要的研究领域之一。而 n-宽度是逼近论的核心研究方向之一，一直被

逼近论方向的研究者所重视。 
1936 年 Kolmogorov [1]首次提出 Kolmogorov n-宽度。关于经典宽度(即最坏情形下的宽度)理论，可

见 Pinkus [2]的专著。S. R. Stechkin [3] 1954 年研究了在 1, 2p q= = 特殊条件下有限维空间的 Kolmogorov 
n-宽度的精确渐进阶与线性 n-宽度的精确渐进阶。V. M. Tikhomirov [4] 1976 年给出了经典的非线性

Alexandroff 宽度 ( ),na W X 及其精确阶。R. DeVore、R. Howard 及 C. Micchelli [5] 1989 年给出了在 Sobolev
空间中的经典的非线性 manifold n-宽度 ( ),n W Xδ 及其精确渐进阶。De Vore、G. Kyriazis、D. Leviatan 及

V. Tikhomirov 和 Dinh Dung 及 Vu Quoc Thanh [6] [7]分别讨论了经典的 Sobolev 函数类和 Besov 函数类的

逼近特征，得出非线性 Alexandroff ( ),na W X 宽度和非线性 Alexandroff ( ),n W Xδ 宽度的精确渐进阶。

本文继以上工作，研究无穷维序列空间在一致框架下的非线性 manifold n-宽度 ( ),n W Xδ ，并得到其精确

渐进估计。 

2. 预备知识 

2.1. ( ),n W Xδ 定义 

设 W 是赋范线性空间 X 的有界子集， 
W 在 X 中的非线性 manifold n-宽度 ( ),n W Xδ 定义为： 

( ) ( )( )
,

, inf supn R G x W
W X x R G xδ

∈
= −  

其中，下确界是取遍所有的连续映射 
: nG W R→ 和 : nR R X→  

2.2. pl 及 m
pl 的相关定义及性质 

2.2.1. pl 定义 
设 { } 1

1 , n n
p x x ∞

=
≤ ≤ ∞ ∀ = ，令 

1

1

1

, 1

sup ,
p

pp
n

nl

n
n

x p
x

x p

∞

=

≥


  ≤ < ∞ =  
 = ∞

∑  

{ }p
p l

l x x= < ∞ 可知 pl⋅ 为 pl 上的一个范数， pl 为 Banach 空间。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104095
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


贺小航，赵家锐 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104095 873 应用数学进展 
 

2.2.2. pl 具有以下性质 
1) 任意的 n，令 ( )0, ,0,1,0,ne = � �  ( ne 的第 n 个分量是 1，其余分量是 0)，则{ }ne 为 ( )1pl p≤ < ∞ 的

一个基。 

2) 2l 按照内积
1

, n n
n

x y x y
∞

=

= ∑ 构成一 Hilbert 空间，且{ }ne 为其一组标准正交基，其中 { }nx x= ，

{ } 2ny y l= ∈ 。 
3) ( ), 1q pl l q p⊂ ≤ < ≤ ∞  

( ), 1p ql l q p⊄ ≤ < ≤ ∞  

对于 { } 1
1 , 0, n pn

p r x x l∞

=
≤ ≤ ∞ > = ∈ ，令 

{ } ( )
,1

: ,
p r p

rr r
n ln l

x n x x x
∞

=
= =  

及 

{ },, :
p rp r p ll x l x= ∈ < ∞  

易见 ,p rl• 为 ,p rl 上的范数，同时 ,p rl 为 Banach 空间。 ,p rB 为 ,p rl 中单位球。 

令
1 11 ,q p r
q p

≤ < ≤ ∞ > − ，(当 p = ∞时，令
1 0
p
= )。 

对 { } ,n p rx x l∀ = ∈ 由 holder 不等式有： 

,

,

1 1

1

1

1

, 1

,

p r

q

p r

pr q p
p q

l
n

l

qrq
l

n

x n q p
x

x n p

−
∞

−

=

∞
−

=


  < ∞ ≤ < < ∞     ≤ 


  < ∞ = ∞   

∑

∑

 

则有 qx l∈ 。于是无穷维序列空间(
1 11 ,q p r
q p

≤ < ≤ ∞ > − ) , ,:p q p r qI l l

x x

→

�
有界。 

2.2.3. m
pl 的定义 

设 ( )11 , , , m
mp x x x R≤ ≤ ∞ = ∈� ， 

1

1

1

,1

max ,
m
p

m pp
n

nl

nn m

x p
x

x p
=

≤ ≤


  ≤ < ∞ =  
 = ∞

∑  

则 m
pl⋅ 为 mR 上的范数，

m
pl 为 mR 依范数 m

pl⋅ 所构成的 Banach 空间。 
m
pB 表示

m
pl 的单位球。{ } 1

m
n n

e
=

′ 为
m
pl 的基， ( )0, ,0,1,0, Rm

ne′ = ∈� �  (第 n 个分量是 1，其余分量是 0)。 

3. 相关符号 

1) ( ), 0, 1,ic i = � 表示非负常数，其仅与参数 , ,p q r 有关； 

2) 正函数 ( )a y 和 ( )b y ， y D∈ ，如果存在正常数 1c 满足条件 ( ) ( )1a y c b y≤ ，则记 ( ) ( )a y b y� ，若

存在正常数 2c 满足条件 ( ) ( )2c a y b y≥ ，则记 ( ) ( )a y b y� ； 
3) 若 ( ) ( )a y b y� 且 ( ) ( )a y b y� ，则记 ( ) ( )a y b y�≺ 。 
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4. 引理 

4.1. [8] [9] [10]若1 p q≤ < ≤ ∞且m > n则有 

( )
( )

1 1

1 1

,,
,

q p
m m

n p q

q p

n p qB l
m n p q

δ
−

−


<


 − >

�≺  

4.2. 离散化引理 

对 k N∀ ∈ ， 记 { } { }11, 2, , 2 2k k
kN S n N n−= = ∈ ≤ ≤� 。 则 对 任 意 的 ,k k N′∈ ， 且 k k ′≠ 有

1
,k k k

k
S S N S

∞

′
=

∩ = ∅ =∪ 。用 km 表示 kS 中元素的个数，则 12k k
km S −= = 。 

以下我们总是假设1 p≤ < ∞。则 ne 为 ( )1pl p≤ < ∞ 的Schauder基。从而对 { }n px x l∀ ∈ ∈ ，有
1

n n
n

x x e
∞

=

= ∑ 。 

对 k N∈ 记 { }k n kF span e n S= ∈ ，则 1dim 2k
k kF m −= = 。 

令 : km
k kI F R= →  

1 12 1 2 1
1

k k

k

m

n n j j
n S j

x x e x e− −+ − + −
∈ =

′= ∑ ∑�  

则对
k

n n k
n S

x x e F
∈

∀ = ∈∑ 有 

,

1 1 1

2 2 2 mkp r p
k k k

p p pp p pr rk rk rk
n n n kl l

n S n S n S
x n x x x I x

∈ ∈ ∈

     
= = =     
     
∑ ∑ ∑�≺           (1) 

且 
1

mkp p
k

pp
n kl l

n S
x x I x

∈

 
= = 
 
∑                               (2) 

因此 kI 为 p kl F∩ 到 km
pl 上的等距同构映射。 

4.2.1. 上界的离散化定理 

设
1 11 ,q p r
q p

≤ < ≤ ∞ > − 。{ } 1k n
n ∞

=
是非负的整数序列，且 0 k kn m≤ ≤ ，

1
k

k
n n

∞

=

≤∑ 。则 

( ) ( ),
1

, 2 ,k k
k

m mrk
n p r q nk p q

n
B l B lδ δ

∞
−

=
∑� 。 

证明： 
由(1)得

,p rl kx B F∀ ∈ ∩ 有
,

1 2 mkp r p

rk
kl lx I x≥ �≺ ， 

对 ky F∀ ∈ 由(2)得 mkq pkl ly I y= ， 

于是 ( ) ( ), , 2 ,k k
k

m mrk
n p r k q k nk p qB F l F B lδ δ−∩ ∩ � 。 

由非线性 n 宽度定义可见存在连续映射： 

,: kn
k p r kG B F R∩ → 和 : kn

k q kR R l F→ ∩ ，且 ( )dim k k kR G n≤� ， 
使得任意的 ,p r kx B F∈ ∩ ，有 
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( )( ) ( ),,
inf ,

kqk k
k k n p r k q klG R

x R G x B F l Fδ− ≤ ∩ ∩                         (3) 

现规定： ( ){ }: k k k N
Gx G xδ

∈
=  

{ } { }: , , knk k k
x k k N k N

R R x x x x R
∈ ∈

= = ∈ . 

定义连续映射： 

,: n
p rG B R→ 和 : n

qR R l→  

有
1 1

dim dim k k k
k k

R G R G n n
∞ ∞

= =

≤ ≤ ≤∑ ∑� �  

对∀的 ,p rx B∈ 根据 R G� 的定义和(3)有 

( )( ) ( )( )

( )( )

( )

( )

, , 1

,1

,
1

1

inf inf

inf

,

2 ,

qk k
q

qk k

k

k k
k

k k k klG R G R k l

k k k lG Rk

n p r k q k
k

m mrk
n p q

k

x R G x x R G x

x R G x

B F l F

B l

δ δ

δ

δ

δ

∞

=

∞

=

∞

=

∞
−

=

− ≤ −

= −

≤ ∩ ∩

≤

∑

∑

∑

∑

 

即得到定理上界的离散化定理。 

4.2.2. 下界的离散化定理 

1 11 , , 0,1, 2,q p r n
q p

≤ < < ∞ > − = �  

有 ( ) ( ), , 2 ,k km mrk
n p r q n p qB l B lδ δ−� ，其中 2 2k nn ≥�≺ 。 

证明：由 ( ), ,n p r qB lδ 定义得 ( ) ( ), ,, ,n p r q n p r k q KB l B F l Fδ δ ∩ ∩�  
对 km

px B∀ ∈ ，由(1)得
,

11 2mkp p r

rk
kl l

x I x−≥ ≥  

对 km
qy l∀ ∈ ，则由(2)得 1

mkq q
kl l

y I y−= 。 

( ) ( ) ( ), ,, , 2 ,k km mrk
n p r q n p r k q k n p qB l B F l F B lδ δ δ−∩ ∩� �  

5. 结论的证明 

5.1. 1 q p≤ < ≤ ∞  

首先构造序列，对 k N∀ ∈ ，令 [ ]lgk n′ = ， 

( )

1

2 2
k

k k kk

m k k
n

k kβ ′−′

′≤ <= 
′⋅ ≥

 

则 ( )

1 1
2 2 2

k
k kk k

k
k k k k

n nβ
′∞ ∞

′−′

′= = =

+ ⋅∑ ∑ ∑� � 。其中， 0 1β< < ，则有{ }kn 满足引理 4.2.1 上界的离散化定理

的条件。 
所以由引理 4.1 有限维非线性空间 ( ),m m

n p qB lδ 及上界的离散化定理 4.2.1，且当 m n= 时，
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( ), 0m m
n p qB lδ = 及

1 1r
q p

> − 。 

现给出 ( ), ,n p r qB lδ 的上界估计： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

,
1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, 2 , 2 , 2 ,

2 , 2

2 2 2 2 2 2

2 2

k k k k k k
k k k

k k
k

k
m m m m m mrk rk rk

n p r q n p q n p q n p q
k k k k

m mrk rk q pn p q k k
k k k k

k krk k k rk kq p q p

k k k k

r k r
q p q

k k

B l B l B l B l

B l m n

β

δ δ δ δ

δ

′∞ ∞
− − −

′= = =

∞ ∞
−− −

′ ′= =

∞ ∞− −′−′− −

′ ′= =

 ∞ − − + − − + 
 

′=

+

= −

− ⋅

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

� �

�

� �

� �
1 1k r

p q pn
   ′ − − +   
   �

 

现估计 ( ), ,n p r qB lδ 的下界： 
由 { }12 2k k

kS n N n−= ∈ ≤ ≤ 及 { }k n kF span e n S= ∈ 知，存在一个正常数 1k ，使得 1
1

2 2k
kn m n=�≺ � 。 

由引理 4.1 有限维非线性空间 ( ),m m
n p qB lδ 及下界的离散化定理 44.2.2 得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1 1
1

1 1

,

1 1 1 1

1 11 1 1 1

, 2 , 2 ,

2 2 2

2 2

k k k km m m mrkrk
n p r q n p q n p q

rk rkq p q pk

rr q prk kq p q p

B l B l B l

m n n n

n n n

δ δ δ−−

− −− −

 
− − +− −  −−  

− −

� �

� �

� � �

 

综上，当1 q p≤ < ≤ ∞时 ( )
1 1

, ,
r

q p
n p r qB l nδ

 
− − + 
 �≺ 。 

5.2. 1 p q≤ < ≤ ∞  

同 5.1 构造 k ′使得 ( )

1 1
2 2 2

k
k kk k

k
k k k k

n nβ
′∞ ∞

′−′

′= = =

+ ⋅∑ ∑ ∑� � 。其中， 0 1β< < ，则有{ }kn 满足引理 4.2.1 上

界的离散化定理的条件。 
所以由引理 4.1 有限维非线性空间 ( ),m m

n p qB lδ 及上界的离散化定理 4.2.1，且当 m n= 时，

( ), 0m m
n p qB lδ = 及 0r > ，则有 ( ), ,n p r qB lδ 的上界估计： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
''

,
1 1

1 11 1

1 11 1 1 1

, 2 , 2 , 2 ,

2 , 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

k k k k k k
k k k

k k
k

k
m m m m m mrk rk rk

n p r q n p q n p q n p q
k k k k

k km mrk rk rk k q pq pn p q k
k k k k k k

r
q p rk kq pk k k kq p

k k k k

B l B l B l B l

B l n β

β

δ δ δ δ

δ

′∞ ∞
− − −

′= = =

∞ ∞ ∞ −− ′−′− − −

′ ′ ′= = =

−−∞ ∞− − −− ′

′ ′= =

+

= ⋅

 
 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

� �

� �

� � ( )( )
1 1

1 1 1 1

2

k k q p

r k r
q p q pn

β −′−

   ′− − + − − +   
   � �

 

接下来估计 ( ), ,n p r qB lδ 的下界： 
由 { }12 2k k

kS n N n−= ∈ ≤ ≤ 及 { }k n kF span e n S= ∈ 知，同样存在一个正常数 1k ，使得 12kn �≺ 。 

由引理 4.1 有限维非线性空间 ( ),m m
n p qB lδ 及下界的离散化定理 4.2.2 得 
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( ) ( ) ( )

( )

1

1 1

,

1 11 1 1 1

, 2 , 2 ,

2 2

k k k km m m mrkrk
n p r q n p q n p q

rr q prk kq p q p

B l B l B l

n n n

δ δ δ−−

 
− − +− −  −−  

� �

� � �
 

综上，当1 p q≤ ≤ ≤ ∞时 ( )
1 1

, ,
r

q p
n p r qB l nδ

 
− − + 
 �≺ 。 
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