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摘  要 

蚊媒传染病是指由蚊子传播的传染病，主要包括登革热，疟疾等。一种新型的控制和预防蚊媒传染病的

方式是利用内共生菌Wolbachia (沃尔巴克氏)来阻断病源体的传播。本文建立了一个新的时滞微分方程

模型研究Wolbachia氏菌在蚊群中的传播。首先证明了模型解的非负性和有界性，给出了平衡点的存在

条件；在各种不同的参数条件下，得到了平衡点的稳定性态；分析了Hopf分支存在的充分条件；利用中

心流形定理和规范型理论给出了确定Hopf分支周期解方向和稳定性的计算公式。最后用数值模拟验证了

理论结果。 
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Abstract 
Mosquito-borne diseases are infectious diseases transmitted by mosquitoes, including dengue 
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fever and malaria. A new way to control and prevent mosquito-borne infectious diseases is to use 
the endosymbiotic bacterium Wolbachia to interrupt the transmission of the pathogen. In this pa-
per, a new delay differential equation model was established to study the transmission of Wolba-
chia in mosquito population. First of all, the nonnegative and boundedness of solutions of the 
model are proved, and the existence condition of the equilibrium points is given. The asymptotic 
stability of the equilibrium is obtained in different situations. Sufficient conditions are analyzed 
which ensures that Hopf bifurcation occurs. The computational formulas for direction and stabili-
ty of Hopf bifurcation are given by applying the center manifold theorem and norm form theory. 
Finally, numerical simulations are provided to demonstrate the theoretical results. 
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1. 引言 

蚊媒传染病指的是由蚊子来传播的传染病，也叫虫媒传染病。蚊媒传染病主要包括登革热、寨卡、

疟疾等。近年来，蚊媒传染病在全球时有爆发，其病例数也呈现增长趋势。其中，登革热是发展速度最

快的蚊媒传染病，在过去的 50 年间，其发病的数量迅速增长，目前全世界有将近 40%的人面临着被感染

的风险。登革热是登革病毒经伊蚊传播引起的一种急性传染病，主要流行于热带和亚热带国家和地区。

近年来，我国曾多次出现过登革热的局部暴发，例如在 2014 年，我国广东省就爆发了很严重的登革热疫

情。目前，能够有效减少登革热传播的唯一途径是防蚊灭蚊，比如通过大量喷洒杀虫剂减少蚊子数量。

但是这种方法不仅会带来生态问题，还可能导致蚊子对杀虫剂逐渐产生抗药性。考虑到这些情况，防蚊

灭蚊的措施亟待改进，应该用更长远、更环保的方法来防止蚊媒传染病的传播。 
Wolbachia (沃尔巴克氏)是一类广泛分布于节肢动物和无脊椎动物生殖组织内的内共生细菌，它可以

引发宿主产生多种生殖异常反应，如最常见的细胞质不兼容(CI)，等等。因此，有一类新兴的控制蚊媒传

染病的方法，就是使自然界中的伊蚊种群感染内共生菌 Wolbachia (沃尔巴克氏)。一系列的实验证明这样

可以阻断蚊子传播登革热等疾病[1] [2] [3]。Wolbachia 可以通过 CI 机制成功入侵自然界中的伊蚊种群，

使得在伊蚊种群中，由于 CI 机制的作用，野外雌蚊与感染了 Wolbachia 的雄蚊交配所产的卵无法正常发

育，但对感染 Wolbachia 的雌蚊无影响，并且其后代大多会感染 Wolbachia，因此 Wolbachia 在入侵自然

界的蚊群时拥有传播的优势。而且，基于 Wolbachia 的蚊媒控制方法是安全的。因此，利用 Wolbachia
阻断登革热的传播在应用上具有重要价值。早在 2005 年，生物学家奚志勇就在实验室里成功地使

Wolbachia 在埃及伊蚊中稳定传播[3]。随着 Wolbachia 蚊媒控制技术的发展，建立数学模型研究 Wolbachia
传播动力学具有了重要意义。通过数学模型分析研究 Wolbachia 传播动力学，可以为感染 Wolbachia 的蚊

子释放提供很好的策略和方案。 
1990 年以来，Hoffmann 和 Turelli 建立了世代不重叠的离散模型并做了解释与分析[4] [5]。2014 年，

Zheng 等建立了如下时滞微分方程来研究 Wolbachia 传播动力学[6]： 
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注意到，模型中出生函数为线性函数。一般说来，随着种群规模的增加，其成年个体的出生率和未

成年个体的幸存率将下降，这是由于种群内部的竞争引起的，而蚊群的内部竞争主要发生在未成年阶段，

所以单位时间内成年个体不再是线性增长。另外，基于成年个体对资源的竞争假设，模型的死亡函数为

二次函数。但是大量的事实表明，成蚊之间的竞争几乎可以忽略。基于以上考虑，本文建立一个新的时

滞微分方程模型，出生和幸存函数为 Ricker 型函数，而死亡函数用线性函数。 
具体来说，我们建立以下的时滞微分方程模型 

( ) ( ) [ ] ( )

( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( )

11

22

( ) ( )
1 1

2
( ) ( )

2 2

d
e e

d
d

e e
d

q x t y t

q x t y t

x t
p x t x t

t
y t y t

p y t
t x t y t

τ τδ τ

τ τδ τ

τ δ

τ
δ

τ τ

− − + −−

− − + −−


= − −


 − = ⋅ −
 − + −

                 (2) 

初始条件 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )1 2 1 20, 0, ,0 , 0 0, 0 0.x yθ ϕ θ θ ϕ θ θ τ ϕ ϕ= ≥ = ≥ ∈ − > >                (3) 

其中 ( )x t 表示感染 Wolbachia 的蚊群规模， ( )y t 表示野外蚊群规模， 1p ， 2p 分别为感染蚊群和野外蚊群 

的出生率， 1δ ， 2δ 分别为感染蚊群和野外蚊群的死亡率，
1

1
q

，
2

1
q

分别为感染蚊群和野外蚊群以最大繁 

殖率繁殖的规模，τ 是蚊子从交配到后代出现的平均等待时间。 
关于 Wolbachia 入侵动力学及其它传染病模型可参见[7]-[13]以及其中的参考文献。例如 Keeling 等[8]

建立的常微分方程模型，Huang 等[9] [10]建立了反应扩散方程及其衍生的常微分方程模型，Hu 等[11]建
立的随机微分方程模型，Li 等[12]建立的离散竞争模型，Huang 等[13]建立的时滞微分方程。 

本文第二节主要分析了模型(2)的动力学性质，包括解的正性、有界性，平衡点的存在性和稳定性和

Hopf 分支的存在性。第三节确定了 Hopf 分支方向和周期解的稳定性计算公式。第四节，通过数值模拟

验证了理论的结论。 

2. 模型(2)的平衡点的存在性、稳定性与 Hopf 分支出现的条件 

定理 1：模型(2)的满足初始条件(3)的解是非负的，并且最终有界。 
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， y x> 时，系统存在正平衡点。 

下面分析各平衡点的稳定性。 
定理 2：对于模型(2)，我们有以下结论： 
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我们可以通过如下公式来求解特征方程: 
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即 y x> 时，满足前半部分为负实部的根。式子的后半部分， 2a δ= − ， 2
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由于式子的后半部分必为负实部的根，因此只需要看式子的前半部分即可。其中 1a δ= − ， 
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1

e epδ τ δ τ

δ
+< ≤ 时， 1E 是局部渐近稳定的。 

下面，我们将确定平衡点 1E 何时变得不稳定并发生 Hopf 分支。特征方程(10)可以写成 

( )2
1 1 e 0A B A B λτλ λ λ −+ + + + =                              (11) 

其中， 1 2A δ δ= + ， 1 2B δ δ= ， 1
1 1 1

1

1 ln pA δ δ τ
δ

 
= − + − 

 
， 1

1 1 2 1
1

1 ln pB δ δ δ τ
δ

 
= − + − 

 
 

假设存在 *τ τ= ，使得(11)有一对纯虚根，用 iλ ω= ± ， ( )0ω > 表示。将 iλ ω= 带入，得到 

( )( )2
1 1 cos sin 0iA B iA B iω ω ω ωτ ωτ− + + − + − =

 
分离实部与虚部，有 

2
1 1

1 1

cos sin
cos sin

B A B
A B A

ωτ ω ωτ ω
ω ωτ ωτ ω

 + = −


− = −
 

两式平方相加得到 

( )4 2 2 2 2 2
1 12 2 0A B A B Bω ω+ − − + − =                           (12) 

令 2z ω= ，有 

( )2 2 2 2 2
1 12 2 0z A B A z B B+ − − + − =                            (13) 

由于(10)至少有一个负实部的特征根，即最多有一个正实部的特征根。因此(13)最多有一个正根。当 

2 2
1 0B B− < ，即

2
2 2 1 1

1 2 1 1
1 1

2 ln ln 0p pδ δ δ τ δ τ
δ δ

    
 − − − − <   
     

时出现纯虚根的情况，即 1 21

1

ep δ τ

δ
+> 时。 

对于 1 21

1

ep δ τ

δ
+> 时，有 

2 2
1 1 1

2 2 2
1 1

1 arccos 2k
B BB AA k

A B
ω ωτ π

ω ω
 − −

= + + 
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其中， 0,1,2,k = 。 
令 ( ) ( ) ( )k k kiλ τ α τ ω τ= + 是方程(11) kτ τ= 时附近的特征值，那么有 ( ) 0kα τ = 和 ( ) 0kω τ ω= 。因此我

们有下面的结论。 

定理 3：如果 1 21

1

ep δ τ

δ
+> ，

2

1 2
1

1 1

1 ln 1p δδ τ
δ δ

 
+ − < + 

 
，存在 0kτ > ，当 kτ τ= 时，模型(2)在 1E 处发生

Hopf 分支。 
证明： ( ) ( ) ( )k k kiλ τ α τ ω τ= + 是方程(11)在 kτ τ= 附近的特征值，将方程(11)对τ 求导，我们得到 

( ) ( )1 1 1
d d d2 e e 0
d d d

A A A Bλτ λτλ λ λλ λ λ τ
τ τ τ

− −  + + − + + = 
 

 

即有 

( )
( )

1 1

1 1 1

ed
d 2 e

A B
A A A B

λτ

λτ

λ λλ
τ λ τ λ

−

−

+
=

+ + − +  
 

由于 ( ) 0kα τ = 和 ( ) 0kω τ ω= ，有 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

1
1

1 1

1 1 1 1 1 1

2
1 1

d Re 2 e
Re

d

1 2 cos sin cos sin

1

k

k A A
A B

A B A B A A B
Z

A AB A B
Z

λτ

τ τ

λ τ λ
τ λ λ

ω ω ωτ ωτ ωτ ω ωτ

ω

−

=

   + +
=    +    

= − − − + −  

= + −

 

其中， ( )2 2 2 2
1 1Z A Bω ω= + 。 

当 1 1 0AB A B− > ，即

2

1 2
1

1 1

1 ln 1p δδ τ
δ δ

 
+ − < + 

 
时，有

( )d Re
0

d
kλ τ

τ
> 。 

3. Hopf 分支的方向与稳定性 

我们已经证明了 Hopf 分支的存在。接下来，我们由文献[15]和[16]中的 Hopf 分支定理，利用中心流

形定理和规范型理论给出确定 Hopf 分支的方向和周期解的稳定性的计算公式。 
令 ( ) ( )m t x t xτ= −  ， ( ) ( )n t y tτ= ，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
21 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2
2 21 1

1 1 1 1

1 1 1
2

1 1 1
2

xqm t m t q x m t q xn t q m t

xq n t xq q m t n t o

δτ δ δ δ δ δ

δ δ δ ρ

  
′ = − + − − − − + − −  

 


+ − + − − − + 




 





 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2

2
2 2

2 2

e 11
e 1

1 1

q xp en t
n t n t p n t o

m t n t x x

δ τ
δ ττ δ ρ

− −
−

 −−
 ′ = − + − − +

− + − +  



 

 

其中， ( ) ( ) ( )2 21 1o m t n tρ = − + − 。 
系统(2)可以写成： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )1

1
, ,

1 t t

m t m t m t
A B F m n

n t n t n t
τ τ τ

′ −     
= + +          ′ −     

                      (14) 
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其中， 

1
1

2

0
0

A
δ

δ
− 

=  − 
， 1 1 1 1 1

0 0
q x q x

B
δ δ δ− − 

=  
 

 

， 1

2

K
F

K
τ
τ
 

=  
 

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 21 1 1 1
1 1 1 1 1 1 11 1 1 1

2 2
xq xqK q m t n t xq q m t n t oδ δδ δ δ ρ

 
= − − + − + − − − + 
 

 

  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2

2
2 2

2 2

e e 11
e 1

1 1

q xpn t
K p n t o

m t n t x x

δ τ
δ τ ρ

− −
−

−−
= − − +

− + − +



 

 

为了简便，设 ˆτ τ= 时系统在 1E 处产生 Hopf 分支， ˆiω± 是其对应的纯虚根。令 ˆτ τ µ= + ，则 0µ = 是

系统的 Hopf 分支值。 
记 [ ] ( ) [ ]{ }2

1 21,0 , : 1,0kC Rφ φ φ φ− = = − → ，其中 1φ ， 2φ 在 [ ]1,0− 上 k 次连续可微。 
记 [ ] [ ]01,0 1,0C C− = −： ，对 ( ) [ ]1 2, 1,0Cφ φ φ Τ= ∈ − 。定义 [ ] 2: 1,0L C Rµ − → 为： 

( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ0 1L A Bµφ τ µ φ τ µ φ= + + + −  

由 Riesz 表示定理，存在有界变差二阶函数矩阵 ( ) [ ] 2 2, : 1,0 Rη θ µ ×− → ， [ ]1,0θ ∈ − 。使得： 

( ) ( )0

1
d , , L Cµφ η θ µ φ θ φ

−
= ∈∫  

选取 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ, 1A Bη θ µ τ µ δ θ τ µ δ θ= + − + + ，其中 

( )
1,   0
0,  0

θ
δ θ

θ
=

=  ≠
 

对于 [ ]( )1 21,0 ,C Rφ ∈ − ，定义 

( )
( ) [ )

( ) ( )0

1

d
,                 1,0

d

d , ,   0
A

t t

φ θ
θ

θµ φ
η µ φ θ

−


∈ −

= 
 =∫

 

( )
[ )

( )
0,                   1,0

ˆ, ,  0
R

F

θ
µ φ

φ τ µ θ

 ∈ −= 
+ =

 

则(14)可以等价的表示成： 

( ) ( )t t tv A v R vµ µ′ = + ，                              (15) 

其中 ( ),t t tv x y Τ= ， ( ) ( )tv v tθ θ= + ， [ )1,0θ ∈ − 。 

对于 [ ] ( )( )*1 20,1 ,C Cϕ∈ ，其中 ( )*2C 是 2 维复行向量空间，定义 

( )
( ) ( ]
( ) ( )

*
0

1

d d ,            0,1

d ,0 ,  0

s s s
A s

t t s

ϕ
ϕ

η ϕ
−

− ∈= 
− =∫

 

进一步，对于 [ ]( )1 21,0 ,C Rφ ∈ − ， [ ] ( )( )*1 20,1 ,C Cϕ∈ ，定义双线性形式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1 0
, 0 0 d ,0 d

θ

ξ
ϕ φ ϕ φ ϕ ξ θ η θ φ ξ ξ

− =
= − −∫ ∫  

那么 *A 与 ( )0A 是伴随算子，使得 *, ,A Aϕ φ ϕ φ= 。令 ( )q θ 和 ( )*q s 是 A 和 *A 对应特征值 ˆ ˆiωτ 和
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ˆ ˆiωτ− 的特征向量，经过计算，我们得到下面的结果。 
引理 1：向量 ( ) ( ) ˆ ˆ

11, eiq ωτθθ α Τ= 为算子 A 关于特征值 ˆ ˆiωτ 的特征向量， ( ) ( ) ˆ ˆ*
21, ei sq s D ωτα Τ= 为算子 

*A 关于特征值 ˆ ˆiωτ− 的特征向量，并且 *, 1q q = ， *, 0q q = ，其中，
( ) ˆ ˆ

1 1 1 1
1 ˆ ˆ

1 1

ˆ e
e

i

i

i q x
q x

ωτ

ωτ

δ ω δ δ
α

δ

−

−

− − + −
=





，

ˆ ˆ
1 1

2
2

e
ˆ

iq x
i

ωτδα
ω δ

=
−


， 

( )ˆ ˆ
1 2 1 1 1 1 1 1

1
ˆ1 e iD

q x q xωτα α τ δ δ δ α−=
+ + − − 

。 

证明：设算子 A 关于特征值 ˆ ˆiωτ 的特征向量为 ( ) ( ) ˆ ˆ
11, eiq ωτθθ α Τ= ，故由 ( ) ( )ˆ ˆ0 0Aq i qωτ= ， 1α 满足 

ˆ ˆ
1

1 1 1

1 1 1
ˆˆ ˆ ˆe iA B iωττ τ ωτ

α α α
−     

+ =     
     

 

通过计算得到
( ) ˆ ˆ

1 1 1 1
1 ˆ ˆ

1 1

ˆ e
e

i

i

i q x
q x

ωτ

ωτ

δ ω δ δ
α

δ

−

−

− − + −
=





。同理可设算子 *A 关于特征值 ˆ ˆiωτ− 的特征向量为

( ) ( ) ˆ ˆ*
21, ei sq s D ωτα Τ= ，由 ( ) ( )* * *ˆ ˆ0 0A q i qωτ= − ，得到

ˆ ˆ
1 1

2
2

e
ˆ

iq x
i

ωτδα
ω δ

=
−


。 

因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

0* * *
1 0

0 ˆ ˆˆ ˆ( )
1 2 2 11 0

0 ˆ ˆ
1 2 2 11

, 0 0 d ,0 d

1 1, e d ,0 1, e d

1 1, d ,0 e 1,

i i

i

q q q q q q

D D

D D

θ

ξ

θ ωτ ξ θ ωτξ
ξ

ωτθ

ξ θ η θ ξ ξ

α α α η θ α ξ

α α α η θ θ α

− =

Τ− −

− =

Τ

−

= − −

= + −

= + −

∫ ∫

∫ ∫

∫
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

ˆ ˆ
1 2 2 1

ˆ ˆ
1 2 1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ
1 2 1 1 1 1 1 1

ˆ1 1, 1 e 1,

ˆ1 e

ˆ1 e

i

i

i

D D B

D D q x q x

D q x q x

ωτ

ωτ

ωτ

α α α τ α

α α τ δ δ δ α

α α τ δ δ δ α

Τ−

−

−

 = + − − 
= + + − −

 = + + − − 

 

 

 

要使得 *, 1q q = ，只需要取 

( )ˆ ˆ
1 2 1 1 1 1 1 1

1
ˆ1 e iD

q x q xωτα α τ δ δ δ α−=
+ + − − 

 

即可。文献已证得 *, 0q q = 。 
下面运用文献[15]中的方法，计算在 0µ = 时系统在中心流形 0C 的坐标。令 ( ),t t tv m n Τ= 为(14)在 ˆτ τ=

时的解，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }*, ,  , 2Re ,t tz t q v W t v z t qθ θ θ= = −                      (16) 

在中心流形 0C 上，有 ( ) ( ) ( )( ), , ,W t W z t z tθ θ= ，其中 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 3

20 11 02 30, ,
2 2 6
z z zW z t z t W W zz W Wθ θ θ θ θ= + + + +  

z 和 z 是中心流形 0C 在 *q 和 *q 方向上的局部坐标，分析在中心流形 0C 上抽象方程(15)的解 tv 可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( )

*

*

*
0

ˆ ˆ , , 2Re

ˆ ˆ 0 , ,0 2Re

ˆ ˆ: 0 ,

z t i z t q s F W t z t q

i z t q F W z z z t q

i z t q F z z

ωτ θ

ωτ θ

ωτ

′ = + ⋅ +

= + +

= +

 

将上式重新表示为 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ,z t i z t g z zωτ′ = + ，                                (17) 

其中 

( ) ( ) ( )
2 2 2

*
0 20 11 02 21, 0 ,

2 2 2
z z z zg z z q F z z g g zz g g= = + + + +，              (18) 

从(15)和(17)中，我们得到 

( ) ( ){ } [ )
( ) ( ){ }

( )

*
0

*
0 0

2Re 0 ,         1,0

2 Re 0 ,  0

: , ,

t

AW q F q
W v z q z q

AW q F q F

AW H z z

θ θ

θ θ

θ

 − ∈ −′ ′ ′ ′= − − = 
− + =

= +

 

其中 

( )
2 2

20 11 02, ,
2 2
z zH z z H H zz Hθ = + + +，                          (19) 

展开上述级数并对比相应系数，我们得到 

( ) ( ) ( )20 20ˆ ˆ2A i W Hωτ θ θ− = − ， 

( ) ( )11 11AW Hθ θ= − ， 

( ) ( ) ( )02 02ˆ ˆ2A i W Hωτ θ θ+ = − ，...                           (20) 

由(16)式有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

20 11 02

, 2Re

2 2

tv W t z t q

z zz t q z t q W W zz W

θ θ θ

θ θ

= +

= + + + + +
 

从而有 

( ) ( )*
20 1,q D α= ， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

(1) (1) (1)
20 11 020 0 0

2 2
z zm t z z W W zz W= + + + + +， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

(2) (2) (2)
1 1 20 11 020 0 0

2 2
z zn t z z W W zz Wα α= + + + + +， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

ˆ ˆˆ ˆ (1) (1) (1)
20 11 021 e e 1 1 1

2 2
i i z zm t z z W W zz Wωτ ωτ−− = + + − + − + − +， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

ˆ ˆˆ ˆ (2) (2) (2)
1 1 20 11 021 e e 1 1 1

2 2
i i z zn t z z W W zz Wωτ ωτα α−− = + + − + − + − +， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

2

2 2
2 2 21 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 2
2 2

2

ˆ 1 1 1 1
2 2

e e 11
ˆ e 1

1 1

q x

xq xqq m t n t xq q m t n t o

F
pn t

p n t o
m t n t x x

δ τ
δ τ

δ δτ δ δ δ ρ

τ ρ
− −

−

   
− − + − + − − − +   

   
 =

 − −
 − − + − + − +    



 



 

 

与(18)对比系数得到： 

( ) ( )2 22 2 2
2 ˆ ˆ2 2 220 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 2 1

e e 1
ˆe

2 2 2

q x
i

pg xq xqq xq q D
x

δ τ
ωτδ α δδ α δ δ α α τ

− −
−

 −  = − + − + + 
   



 





 

( ) ( )( ) ( )2 2
22 2 2

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

e e 1
ˆ2 2

q xp
g xq q xq xq q D

x

δ τ

δ δ α α δ α α δ δ α α α τ
− − −

 = − + + + − +
  



  



 

( ) ( )2 22 2 2
2 ˆ ˆ2 2 202 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 2 1

e e 1
ˆe

2 2 2

q x
i

pg xq xqq xq q D
x

δ τ
ωτδ α δδ α δ δ α α τ

− − −  = − + − + + 
   



 





 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(1) (1) (2) (2)21 1 1 1 1

1 1 11 20 1 11 1 20

2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2) (2) (1) (1)1 1

1 1 11 20 1 20 1 11

2

2e 1 e 1 2 e 1 e 1
2 2 2

1 1e 1 e 1 e 1 e 1
2 2 2

i i i i

i i i i

g xq xqq W W W W

xq q W W W W

ωτ ωτ ωτ ωτ

ωτ ωτ ωτ ωτ

δ δδ α α

δ δ α α

α

− −

− −

 
= − − + − + − + − 

 
  + − − + − + − + −  

  

+

 



( )
( ) ( )( )

2 2
2 ˆ ˆˆ ˆ(2) (2)

1 11 1 20

e 1
ˆ2 e 1 e 1

q x
i i

p e
W W D

x

δ τ
ωτ ωτα α τ

− −
−

−
− + −






 

接下来要计算 21g 的值，还需要计算 ( )20W θ 和 ( )11W θ 的值。对于 [ )1,0θ ∈ − ，有 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( )

*
0

2 2 2 2

20 11 02 20 11 02

, , 2Re 0

2 2 2 2

H z z z F q gq gq

z z z zg g zz g q g g zz g q

θ θ θ θ

θ θ

= − = − −

   
= − + + + − + + +   

   
 

 

与(19)对比相应系数，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 20 02 11 11 11,  H g q g q H g q g qθ θ θ θ θ θ= − − = − −  

由(20)与 A 的定义有 

( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ
20 20 20 02ˆ ˆ2 0 e 0 ei iW i W g q g qωτθ ωτθωτ θ −′ = + +  

由常数变易法，解得 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ2 2
20 20 02 1

ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ20 02 2

1

e e d

0 e 0 e
e

ˆ ˆˆ ˆ3

i i

i i
i

W g q g q E

ig q ig q
E

ωτθ ωτθ

ωτθ ωτθ
ωτθ

θ θ θ θ

ωτ ωτ

−

−

∫ ∫= + +

= + +

∫
                    (21) 

同理有 

( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ
11 11

11 2
0 e 0 e
ˆ ˆˆ ˆ

i iig q ig q
W E

ωτθ ωτθ

θ
ωτ ωτ

−

= − + +                          (22) 

其中 1E ， 2E 是二维向量，它们的值可以通过 0θ = 时 H 的值来确定。当 0θ = 时，有 
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( ) ( ) ( ){ }*
0 0, ,0 2Re 0 0H z z z F q F= − +  

因此 

( ) ( ) ( )
( )

( )2 2

2 2
ˆ ˆ2 2 21 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

20 20 02

2 ˆ ˆ2 2
1

e
2 2

ˆ0 0 0 2
e e 1

e

i

q x
i

xq xqq xq q
H g q g q

p

x

ωτ

δ τ
ωτ

δ δδ α α δ δ
τ

α

−

− −
−

  
− + + −  

  = − − +  − 
 
 



 





 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

11 11 11
2

1 1

2
ˆ0 0 0 2 e e 1q x

xq q xq xq q
H g q g q p

x

δ τ

δ δ δ α α δ δ α α
τ

α α
− −

 − + + − +
 

= − − +  −
  
 



  



 

从(20)和 A 的定义可得 
( ) ( ) ( ) ( )1 20 20 20 20ˆˆ ˆ ˆ0 1 2 0 0AW BW i W Hτ τ ωτ+ − = −  

( ) ( ) ( )1 11 11 11ˆ ˆ0 1 0AW BW Hτ τ+ − = −  

将(21)和(22)带入上面两个方程，可以分别得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1ˆ ˆˆ ˆ2
1 1 20 20 1 02 1 20

ˆ ˆ
02 20 02

1 ˆe 2 0 0 0 e 0
ˆ ˆ ˆˆ 3

2e 0 2 0 0
ˆ3 3

i i

i

i i iE A B i I H g A q g A q g Bq

i g Bq g q g q

ωτ ωτ

ωτ

ω
τ ω ω ω

ω

−− −= − + − + + +
+ + + 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 ˆ ˆ
2 1 11 1 11 11

1 2 20 Im 0 Im 0 e
ˆ ˆˆ

iE A B H A g q B g q ωτ

τ ω ω
− − = − + + +  

 

其中， I 是三阶单位矩阵，从而可以求出 21g 的值，下面式子的值也可以通过计算得到： 

( )
2

2 02 21
1 20 11 110 2

ˆ ˆ2 3 2
g giC g g g

ωτ

 
 = − − +
 
 

 

( )( )
( )

1
2

Re 0
ˆRe

C
µ

λ τ
= −

′
 

( )( )2 12Re 0Cβ =  

定理 4：分支方向由 2µ 决定，分支周期解的稳定性由 2β 决定，具体有： 
(1) 如果 2 0µ >  ( 2 0µ < )，则系统的 Hopf 分支是上临界(下临界)的。 
(2) 如果 2 0β <  ( 2 0β > )，则分支周期解是稳定(不稳定)的。 

4. 数值模拟与总结 

为了更好的展示模型的动力学稳定性，通过选取不同的参数应用 MATLAB 对平衡点 1E 的稳定性进

行数值模拟。当 1 1 21

1

e epδ τ δ τ

δ
+< ≤ 时，分别选取不同的参数，它们的图像如图 1 所示。 

图 1 所选的参数值为 1 0.8p = ， 2 0.8p = ， 1 0.03δ = ， 2 0.03δ = ， 8
1 1 10q −= × ， 8

2 1 10q −= × ， 100τ = 。

分别取初值 6
0 5 10x = × ， 6

0 1 10y = × ； 5
0 1 10x = × ， 6

0 1 10y = × 得到图中的解曲线。图 1 表明：当 
1 1 21

1

e epδ τ δ τ

δ
+< ≤ 时， 1E 是局部渐近稳定的。 

当 1 21

1

ep δ τ

δ
+> ，

2

1 2
1

1 1

1 ln 1p δδ τ
δ δ

 
+ − < + 

 
时，分别选取不同的参数，它们的图像如图 2 所示： 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.105195


武丹，刘建 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.105195 1867 应用数学进展 
 

 

 

Figure 1. The solution curves of 1 1 21

1

e epδ τ δ τ

δ
+< ≤  

图 1. 1 1 21

1

e epδ τ δ τ

δ
+< ≤ 时的解曲线 
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Figure 2. The solution curves of 1 21

1

ep δ τ

δ
+> , 

2

1 2
1

1 1

1 ln 1p δ
δ τ

δ δ
 
+ − < + 

 
 

图 2. 1 21

1

ep δ τ

δ
+> ，

2

1 2
1

1 1

1 ln 1p δ
δ τ

δ δ
 
+ − < + 

 
时的解曲线 

 
图 2 所选的参数值为 1 0.8p = ， 2 0.8p = ， 1 0.01δ = ， 2 0.05δ = ， 8

1 1 10q −= × ， 8
2 1 10q −= × ， 100τ = 。 

分 别 取 初 值 6
0 5 10x = × ， 6

0 1 10y = × ； 5
0 1 10x = × ， 7

0 1 10y = × 。 图 2 表 明 ： 当 1 21

1

ep δ τ

δ
+> ，

2

1 2
1

1 1

1 ln 1p δδ τ
δ δ

 
+ − < + 

 
时， 1E 处出现了周期解。 

5. 结论 

本文建立了时滞微分方程模型研究 Wolbachia 氏菌在蚊群中的传播，首先考虑了系统的非负性和有 

界性，讨论了平衡点的存在性和在各种不同的参数条件下的稳定性态。当 1 1 21

1

e epδ τ δ τ

δ
+< ≤ 时， 1E 是局部 

渐近稳定的。如果初值的选取能够使得解趋于 1E ，则感染蚊群会持续存在，未感染蚊群会灭绝，Wolbachia 

能够成功入侵到整个蚊群当中。当 1 21

1

ep δ τ

δ
+> ，

2

1 2
1

1 1

1 ln 1p δδ τ
δ δ

 
+ − < + 

 
时， 1E 处出现了周期解，感染蚊 

群和未感染蚊群的数量最终会趋于动态平衡。在这种情况下，未感染蚊群会灭绝，感染蚊群会持续存在，

Wolbachia 能够成功入侵到整个蚊群当中。 
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