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摘  要 

图G上顶点v的覆盖成本定义为 ( ) ( )∑G vuu V GCC v H
∈

= ， vuH 是从v开始随机游走到达u的平均首达时间。

本文研究了给定度序列树的覆盖成本，并且刻画出覆盖成本最小的树。 
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Abstract 

The cover cost of a vertex v in G is defined as ( ) ( )∑G vuu V GCC v H
∈

= , where vuH  is the expected 

hitting time for random walk beginning at v to visit u. In this paper, we study the cover cost of 
trees and characterize the unique tree with the minimum cover cost with given degree sequence. 
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1. 引言 

设 G 为具有顶点集 ( ) { }1 2, , , nV G v v v= � 和边集 ( )E G 的简单连通图。任给 ( )v V G∈ ，v 的度是与 v

关联的边的数目，用 ( )d v 表示。令 ( ) , 1, 2, ,i id v d i n= = � ，则非增序列 ( )1 2, , , nd d dπ = � 称为 G 的度序 

列。图 G 中度至少为 3 的顶点称为分支点，度为 1 的顶点称为叶子点或者悬挂点。 

Wiener 指数是指图 G 的所有顶点对的距离和，即 ( ) ( ){ } ( ) ( )( ),

1,
2G Gu v V G v V GW G d u v D v

⊆ ∈
= =∑ ∑ ，这里

( ) ( )( ) ,G Gu V GD v d v u
∈

= ∑ 。直到现在，Wiener 指数在各种图族中被广泛研究，一些结论可以在[1] [2] [3] 

中找到。 
我们称树 ( ),T r 是以顶点 r 为根的树，在这个有根树中， ( ),TP v u 表示树 T 中连通顶点 ,v u 的唯一路，

( ),Td v u 为路 ( ),TP v u 上边的数目，顶点 v 的高度定义为 ( ) ( ),T Th v d r v= 。在 ( ),T r 中，对于任意两个不

同的顶点 ,u v ，如果 ( ) ( ), ,T TP r u P r v⊂ ，称 v 是 u 的后序点，u 是 v 的前序点。如果 v 和 u 相邻且 

( ) ( ), , 1T Td r u d r v= − ，称 u 是 v 的 parent，v 是 u 的 child。如果两个顶点 ,u v 有同一个 parent，则称 ,u v 是 

siblings。 
2008 年，Wang Hua [2]刻画出给定度序列使 Wiener 指数最小化的树是贪婪树。2012 年，Georgakopoulos  

[4]在图 G 中定义了顶点 v 的覆盖成本 ( )GCC v 是从 v 开始随机游走到达图中所有顶点的平均首达时间总

和，即 ( ) ( )G vuu V GCC v H
∈

= ∑ ，并研究了覆盖成本的性质。2015 年，Georgakopoulos 和 Wagner [5]在图 G

中定义了顶点 v 的反向覆盖成本 ( ) ( )G uvu V GRC v H
∈

= ∑ ，并且得到了树的覆盖成本与 Wiener 指数关系的

公式以及反向覆盖成本与 Wiener 指数关系的公式，即对于树 T 和任给 ( )v V T∈ ，有 

( ) ( ) ( )2T TCC v W T D v= − ， 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2T TRC v n D v W T= − − 。 

他们确定了给定阶数树的覆盖成本，反向覆盖成本和首达时间的极值和极图。2019 年，李书超和王

书晶[6]在给定片段序列的情况下，刻画出覆盖成本最小及反向覆盖成本最小的树，也找到了反向覆盖成

本最大的唯一树。2021 年，张慧慧和李书超[7]在给定直径，匹配数和控制数的情况下，得出覆盖成本和

反向覆盖成本的上下界，并刻画了对应的极图。 
基于以上研究，本文在给定度序列的情况下，刻画出覆盖成本最小的树。 

2. 预备知识 

下面介绍本文用到的一些定义和定理。 
定理 2.1 [5]. 对于树 T 和任给 ( )v V T∈ ，有 

( ) ( ) ( )2T TCC v W T D v= − , 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2T TRC v n D v W T= − − . 

定义集合 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }| ,T TL T v V T D v D u u V T= ∈ ≥ ∀ ∈ 。 
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定理 2.2 [6]. 任给树 T， ( )v V T∈ 当且仅当 ( ) ( ) ( )minT Tu V TCC v CC u∈= 当且仅当 

( ) ( ) ( )maxT Tu V TRC v RC u∈= 。任给 ( )v V T∈ ，v 是悬挂点。 

定义 2.1 [2]. 给定非叶子点的度，贪婪树通过下面的贪婪算法得到： 
1) 将最大度的顶点命名为 v (根)； 
2) 将与 v 相邻的顶点依次命名为 1 2, ,v v �，给这些顶点分配可用的最大度且满足 ( ) ( )1 2d v d v≥ ≥�； 
3) 将与 1v 相邻的顶点依次命名为 11 12, ,v v �  (v 除外 )，给这些点分配可用的最大度且满足

( ) ( )11 12d v d v≥ ≥�，顶点 2 3, ,v v �做法类似。  
4) 对所有新命名的顶点重复 3)，总是从已命名且度最大的顶点的未命名邻集开始。 
从上面的定义中可以得出贪婪树的性质如下： 
定理 2.3 [2]. 给定度序列的有根树 T 是贪婪树，如果满足下面条件： 
1) 根 v 具有最大度； 
2) 任意两个叶子点的高度差至多是 1； 
3) 对于任意两个顶点 u 和 w，如果 ( ) ( )T Th w h u< ，则 ( ) ( )d w d u≥ ； 

4) 对于有相同高度的任意两个顶点 ,u w，如果 ( ) ( )d u d w> ，则 ( ) ( )d u d w′ ′≥ ， ,u w′ ′分别是 ,u w的

后序点，u′和 w′高度相同； 
5) 对于有相同高度的任意两个顶点 ,u w，如果 ( ) ( )d u d w> ，则 ( ) ( )d u d w′ ′≥ ， ( ) ( )d u d w′′ ′′≥ ， ,u w′ ′

分别是 ,u w的 siblings， ,u w′′ ′′分别是 ,u w′ ′的后序点， u′和 w′高度相同，u′′和 w′′高度相同。 
例 1．度序列为 ( )4,4,4,3,3,3,3,3,3,3, 2, 2,1, ,1� (1 的重数为 15)的贪婪树如图 1 所示。 

 

 
Figure 1. Greedy tree with degree sequence of (4,4,4,3,3,3,3,3,3,3,2,2,1,…,1) 
图 1. 度序列为(4,4,4,3,3,3,3,3,3,3,2,2,1,…,1)的贪婪树 

3. 主要结论 

本节研究给定度序列树的覆盖成本，并且称该条件下覆盖成本最小的树是理想树。 
在理想树中选一条路，移除这条路上的所有边之后，如果一些连通分支仍然存在，取一个点将其命 

名为 z，将点 z右边的顶点依次命名为 1 2, ,x x �，将点 z左边的顶点依次命名为 1 2, ,y y �。令 ( ), , 1, 2,i iX Y Z i = �

表示包含对应顶点的分支， kX > 和 kY> 分别表示由 ( ) ( )1 2k kV X V X+ +∪ ∪�和 ( ) ( )1 2k kV Y V Y+ +∪ ∪�导出的

子树，如图 2。不失一般性，假设 ( ) ( )1 1V X V Y≥ 。  
 

 
Figure 2. The components resulted from a path with z 
图 2. 带有顶点 z 的路产生的分支 
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定理 3.1. 在如上描述的情形中，对于 1,2, ,i k= � ，如果有 ( ) ( )i iV X V Y≥ ，则在理想树中满足 

( ) ( )k kV X V Y> >≥ 。 

证明：假设在理想树中 ( ) ( )k kV X V Y> >≥ 不成立，下面证明交换 kX > 和 kY> 的位置不增加覆盖成本。

当路的末端顶点都在或都不在 ( ) ( )k kV Y V X> >∪ 中，交换 kX > 和 kY> 的位置，这两点之间的距离不会改变。

因此考虑只有一个末端顶点在 ( ) ( )k kV Y V X> >∪ 的情况。 

先计算 ( ) ( )W T W T′ − ，分为下面四种情况： 

1) 对于 ( )( )1,2, ,iV X i k= � 中的任一顶点和 kX > 中的任一顶点，交换 kX > 和 kY> 的位置，两点之间的

距离增加 2i，则总的 Wiener 指数增加 ( ) ( ) ( )1 2 i ki
k i V X V X >=∑ ； 

2) 对于 ( )( )1,2, ,iV Y i k= � 中的任一顶点和 kX > 中的任一顶点，交换 kX > 和 kY> 的位置，两点之间的

距离减少 2i，则总的 Wiener 指数减少 ( ) ( ) ( )1 2 i ki
k i V Y V X >=∑ ； 

3) 对于 ( )( )1,2, ,iV Y i k= � 中的任一顶点和𝑌𝑌>𝑘𝑘中的任一顶点，交换 kX > 和 kY> 的位置，两点之间的距

离减少 2i，则总的 Wiener 指数减少 ( ) ( ) ( )1 2 i ki
k i V Y V Y>=∑ ； 

4) 对于 ( )( )1,2, ,iV X i k= � 中的任一顶点和 kY> 中的任一顶点，交换 kX > 和 kY> 的位置，两点之间的

距离增加 2i，则总的 Wiener 指数增加 ( ) ( ) ( )1 2 i ki
k i V X V Y>=∑ ； 

综上分析，交换 kX > 和 kY> 的位置，得出 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )12 i i k k
k
iW T W T i V X V Y V X V Y> >=

′ − = − −∑ 。 

根据定理 2.2，令 ( ) ( ) ( )minT Tv V TCC x CC v∈= ，则 ( )x L T∈ 。 

情形 1： ( )( )1ix V X i k∈ ≤ ≤  

此时， ( ) ( ) ( ) ( )( )2T T k kD x D x i V X V Y′ > >− = − ，利用引理 2.1 可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

1

1

2

2 2

2 2 1

T T T T

k k i ii

k k i i

k

i
k

CC x CC x W T W T D x D x

V X V Y i V X V Y i

V X V Y i V X V Y

′ ′

> > =

> > =

′− = − − −

= − − −

≤ − − −

∑

∑

 

当 ( ) ( ) ( )1,2, ,i iV X V Y i k= = � 时，交换 kX > 和 kY> 的位置，覆盖成本不增加。 

存在 i 使得 ( ) ( )i iV X V Y> ，则 ( ) ( )( )( )1 2 1 0k
i ii i V X V Y

=
− − >∑ ， 

由假设 ( ) ( )k kV X V Y> >≤ ，可得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，所以，交换 kX > 和 kY> 的位置，最小覆盖

成本不增加。 
情形 2： ( )( )1ix V Y i k∈ ≤ ≤ 与情形 1 类似。 

情形 3： ( )kx V X >∈  

这时， ( ) ( ) ( ) ( )( )12T T i ii
kD x D x i V X V Y′ =

− = −∑ ， 

利用引理 2.1 化简可得 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )12 2 1T T i i k ki
kCC x CC x i V X V Y V X V Y′ > >=

− = − − −∑ 。 

由假设 ( ) ( )k kV X V Y> >≤ ，可得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，所以，交换 kX > 和 kY> 的位置，最小覆盖 

成本不增加。 
情形 4： ( )kx V Y>∈ 与情形 3 类似。 
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情形 5： ( )x V Z∈ ， ( ) ( )T TD x D x′ = ， ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

综上所述，在理想树中满足 ( ) ( )k kV X V Y> >≥ ，定理证明完毕。 

定理 3.2. 在如上描述的情形中，对于 1,2, , 1i k= −� ，有 ( ) ( )i iV X V Y≥ ， ( ) ( )k kV X V Y> >≥ ，则

在理想树中满足 ( ) ( )k kV X V Y≥ 。 

证明：假设在理想树中， ( ) ( )k kV X V Y≥ 不成立，下面证明交换 kX 和 kY 的位置不会增加覆盖成本。 

根据定理 2.2，令 ( ) ( ) ( )minT Tv V TCC x CC v∈= ，则 ( )x L T∈ 。 

经过计算得

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1
1 2

2

0

k
i i k ki

k k k k

W T W T i V X V Y V X V Y

k V X V Y V X V Y

−

=

> >

′ − = − −

+ − −

≤

∑
 

情形 1： ( )( )1 1ix V X i k∈ ≤ ≤ −  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1
1 4

4

2

T T i i k ki

k k k k

k k

kCC x CC x i V X V Y V X V Y

k V X V Y V X V Y

i V X V Y

−
′ =

> >

− = − −

+ − −

− −

∑
 

由假设 ( ) ( )k kV X V Y≤ ，可得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，所以交换 kX 和 kY 的位置，最小覆盖成本 

不增加。 
情形 2： ( )( )1 1ix V Y i k∈ ≤ ≤ − 与情形 1 类似。 

情形 3： ( )kx V X >∈  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1
14 4 2T T i i k k k ki

kCC x CC x i V X V Y k V X V Y k V X V Y−
′ > >=

− = − + − − −∑  

由假设 ( ) ( )k kV X V Y≤ ，可得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

又因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，所以交换 kX 和 kY 的位置，最小覆盖成 

本不增加。 
情形 4： ( )kx V Y>∈ 与情形 3 类似。 

情形 5： ( )kx V X∈  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

1
1 4 1

4 1

T T i i k ki

k k k k

kCC x CC x V X V Y i V X V Y

V X V Y k V X V Y

′ =

>

−

>

− = − − −

+ − − −

∑
 

由假设 ( ) ( )k kV X V Y≤ ，可得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

又因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，所以交换 kX 和 kY 的位置，最小覆盖成 

本不增加。 
情形 6： ( )kx V Y∈ 与情形 5 类似。 

情形 7： ( )x V Z∈ ， ( ) ( )T TD x D x′ = ， ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

综上所述，在理想树中满足 ( ) ( )k kV X V Y≥ ，定理证明完毕。 

定理 3.3. 在如上描述的情形中，对于 1,2, , 1i k= −� ，如果有 ( ) ( )i iV X V Y≥ 和 ( ) ( )1 1k kV X V Y> − > −≥
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成立，则在理想树中满足 ( ) ( )k kd x d y≥ 。 

证明：假设在理想树中 ( ) ( )k kd x d y≥ 不成立，设 ( ) ( )k ka d x d y a b= < = + ，从 ( )k kX Y 中移除顶点

( )k kx y 会产生 ( )a a b+ 个分支。从 kY 中任取 b 个分支(令 B 为 b 个分支)，将这些分支与顶点 kx 连接。经

过此操作有 ( ) ( )k kd x d y≥ ，且度序列不改变。 

根据定理 2.2 令 ( ) ( ) ( ) ( )min ,T Tv V TCC x CC v x L T∈= ∈ 。 

计算得 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 11
12 2i i k ki

kW T W T i V Y V X B k V Y B V X B−
> − > −=

′ − = − + − −∑  

情形 1： ( )( )1 1ix V X i k∈ ≤ ≤ −  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1

1 14 4 2T T i i ki
k

kCC x CC x i V Y V X B k V Y B V X B i B−
′ > − > −=

− = − + − − +∑  

由已知可以得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，经过上面操作，最小覆盖成本不增加。 

情形 2： ( )( )1 1ix V Y i k∈ ≤ ≤ − 与情形 1 类似。 

情形 3： ( )1kx V Y B> −∈ −  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1

1 14 4 2T T i i ki
k

kCC x CC x i V Y V X B k V Y B V X B k B−
′ > − > −=

− = − + − − −∑  

由已知可以得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，所以经过上面操作，最小覆盖成本不增加。 

情形 4： ( )1kx V X > −∈ 与情形 3 类似。 

情形 5： ( )x V B∈  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 11

1 11

1

1

4 4

2 2

T T i i k ki
k

i i k k
k
i

CC x CC x i V Y V X B k V Y B V X B

i V Y V X k V Y B V X

−
′ > − > −=

> −
−

> −=

− = − + − −

− − − − −

∑
∑

 

由已知可以得出 ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )min minv V T T T v V TCC v CC x CC x CC v′ ′∈ ∈≤ ≤ = ，所以经过上面操作，最小覆盖成本不增加。 

情形 6： ( )x V Z∈ ， ( ) ( )T TD x D x′ = ， ( ) ( ) 0T TCC x CC x′ − ≤ 。 

综上所述，在理想树中满足 ( ) ( )k kd x d y≥ ，定理证明完毕。 

在理想树中选一条最长路，将各个顶点依次命名为 1 2, ,w w �和 1 2, ,u u �，将各个点所在的分支依次

命名为 iW 和 iU ， 1U 是拥有点数最多的分支。如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. The components resulted from a path 
图 3. 在路上的分支 

 
定理 3.4. 如上面所述，在理想树中，如果路长是奇数 2 1m − ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1m mV U V W V U V W V U V W≥ ≥ ≥ ≥ ≥ = =� ; 

如果路长是偶数 2m，则有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1m mV U V W V U V W V W V U +≥ ≥ ≥ ≥ ≥ = =� ； 
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证明：本定理只证明路长为奇数，路长为偶数可类似证明。我们假设 ( ) ( ) ( )1 1 2V U V W V U≥ ≥ 。对 

于某个 k，我们可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1k kV U V W V U V W V W V U−≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥�                  (1) 

如果(1)中除了 ( ) ( )k kV U V W≥ 其余都成立。我们可以交换 iW 和 iU 的命名去保证 ( ) ( )k kV U V W≥

(如果有必要)。否则，根据定理 3.1 可得 ( ) ( )1 1k kV U V W> − > −≥ 。 

如果 ( ) ( )k kV W V U≥ ，则可以得出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1k k k k k kV U V U V U V W V W V W> > − > − >= − > − =  

应用定理 3.2 (令 , , 1, 2,i i i ix u y w i= = = � )，由 ( ) ( )k kV U V W> >≥ ，会得出 ( ) ( )k kV U V W≥ ，与前面

假设 ( ) ( )k kV W V U≥ 矛盾。因此，可以得出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 k kV U V W V U V W V U V W≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥� . 

如果所有的不等式成立，可以交换 1,i iU W+ 去保证 ( ) ( )1k kV W V U +≥ (如果有必要)。否则，对 kU> 和

1kW> − 应用定理 3.1，令 1 1 1 1, , , , ,i i i i i i i iZ U Y U X W z u y u x w+ += = = = = = ，有 ( ) ( ) ( )1,2, , 1i iV X V Y i k≥ = −� ，

由定理 3.1 可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1k k k kV W V X V Y V U> − > − > − >= ≥ =  

如果 ( ) ( ) ( ) ( )1k k k kV Y V U V W V X+= > = ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1k k k k k kV Y V Y V Y V X V X V X> > − > − >= − < − = , 

对 1,k k k kY U X W+= = 应用定理 3.2，可得 ( ) ( )k kV X V Y> ，与前面假设 ( ) ( )k kV Y V X> 矛盾，因此，

有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1k k kV U V W V U V W V U V W V U +≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥� . 

定理 3.5. 如上面所述，在理想树中，如果路长是奇数 2 1m − ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1m md u d w d u d w d u d w≥ ≥ ≥ ≥ ≥ = =� ; 

如果路长是偶数 2m，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1m md u d w d u d w d w d u +≥ ≥ ≥ ≥ ≥ = =� ; 

证明：本定理只证明路长为奇数，路长为偶数时可类似证明。对 ( )1, 1, 2, , 1i iu u i m+ = −� 应用定理 3.3，

令 1 1 2 2 1 2 1 1 1 1, , ; , , , ,i i i i i iy u y u x u x u x u x w+ + − += = = = = =� � 。则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 11 1 2

im m
k k kk k k iV X V W V U V U V Y−

> >= = = +
= + > =∑ ∑ ∑ , 

推出 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1i id u d x d y d u += ≥ = 。因此，可以得出 

( ) ( ) ( )1 2 md u d u d u≥ ≥ ≥� . 

同理，对 1,i iw w + 应用定理 3.3，得出 ( ) ( ) ( )1 2 md w d w d w≥ ≥ ≥� 。 

对于 ,i iu w ，如果定理 3.4 中的不等式处处成立，可得 ( ) ( )( )1,2, ,i id u d w i m≥ = � 。否则，给 ,i iu w 应

用定理 3.3(令 , , 1, 2,i i i ix u y w i= = = � )得出 ( ) ( )( )1,2, ,i id u d w i m≥ = � 。 
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相似的，给 1,i iw u + 应用定理 3.3，得出 ( ) ( )( )1 1, 2, , 1i id w d u i m+≥ = −� 。 

定理 3.6. 具有最小覆盖成本的树是贪婪树。 
证明：在任意一条路中， ( )TD v 只在一个顶点或者两个相邻的顶点取到最小值，称这些点为重心。

在定理 3.4，3.5 的理想树中的任意一条路上， ( )TD v 在 1u 处取到最小值， ( )1d u 和 ( )1V U 在这条路上都

是最大的。 
下面有两种情况： 
1) 如果重心为一个点，则命名为 v。 
2) 如果重心为两个点，则两个分支(移除两个顶点之间的边)有相同的顶点数。选择其中一个顶点命

名为 v，另一个命名为 1v ， 
本文只证明第一种情况，第二种情况证明类似。 
在以顶点 v 为根的理想树 ( ),T v 中，很容易得出 v 是具有最大度的顶点。(引理 2.3 中(1)满足) 
考虑任意一条以叶子点 u 开始，经过顶点 v，以叶子点 w 结束(w 和 u 有唯一相同的前序点 v)的路，

在这条路上应用定理 3.5，使 1u v= ，可以得出 
( ) ( ), , 1T Td u v d w v− ≤ ，即任意两个叶子点的高度差至多是 1。(引理 2.3 中(2)满足) 

并且，可以推出对于任意两个顶点 ,x y (y 是 x 的后序点)，都有 ( ) ( )d x d y≥ 。 

对于高度为 i 的顶点 x 和高度为 j 的顶点 y ( i j< )，考虑下面两种情况： 
a) 如果 y 是 x 的后序点，可直接由上面得出 ( ) ( )d x d y≥  

b) 否则，令 u 为 ,x y 共同的前序点，且顶点 u 在 ( ),TP x y 上。在通过顶点 , , , ,y y u x x′ ′的路上应用定

理 3.5 ( ,y x′ ′分别为 ,y x的后序点，且为叶子点)，有 1u u= ，由定理 3.4 可知 

1,k lx u y w+= = 或者 ( ) ( )( )1, , , , 1k l T Tx w y u k i h u l j h u k l+= = = − = − + ≤ ， 

根据定理 3.5 可推出 ( ) ( )d x d y≥ 。(引理 2.3 中(3)满足) 

对于两个相同高度的非叶子点 ,x y ，满足 ( ) ( )d x d y≥ 。 ,y x′ ′分别为 ,y x 的后序点，在通过顶点

, , , ,y y u x x′ ′的最长路上应用定理 3.5 (u 为 ,x y 共同的前序点，且顶点 u 在 ( ),TP x y 上)，有 1u u= ，根据定

理 3.4 有， 

( ) ( )( )1 1, , , , ,k l k l T Tx w x w y u y u k i h u l j h u+ +′ ′= = = = = − = − , 

因此可以推出 

( ) ( )d x d y′ ′≥ 。(引理 2.3 中(4)满足) 

令 ( ) ( )0 0,x x y y′ ′ 分别为 ,x y 的 parents (siblings)，令 ,y x′′ ′′  (高度为 j)分别为 ,y x′ ′的后序点，由结论(4)

可推出 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0V T x T x V T y T y′ ′> 。现在考虑经过顶点 , , , ,y y u x x′′ ′ ′ ′′的最长路，u 为 ,x y 共同的

前序点且顶点 u 在 ( ),TP x y 上，应用定理 3.5 则有 1u u= ，由定理 3.5 有 

( ) ( )( )1 1, , , , ,k l k l T Tx w x w y u y u k i h u l j h u+ +′ ′′ ′ ′′= = = = = − = − ， 

因此可以推出 

( ) ( ) ( ) ( ),d x d y d x d y′ ′ ′′ ′′≥ ≥ 。(引理 2.3 中(5)满足) 

从而覆盖成本最小的树是贪婪树，即理想树是贪婪树，定理证明完毕。 
例 2．度序列为 ( )4,4,3,3,3,3,2,2,1, ,1� (1 的重数为 10)时，覆盖成本最小的树即贪婪树，如图 4 所示。 
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Figure 4. Greedy tree with degree sequence of (4,4,3,3,3,3,2,2,1,…,1) 
图 4. 度序列为(4,4,3,3,3,3,2,2,1,…,1)的贪婪树 
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