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摘  要 

在证明随机矩阵满足限制等距性质以及估计限制等距常数时，Khintchine不等式、Hoeffding型不等式

以及Bernstein型不等式都发挥着重要的作用。在实际应用当中，这三种不等式根据随机变量类别的不同

又有很多变化。本文重点补充证明了当随机变量为矩阵时的Khintchine不等式、Hoeffding型不等式以

及Bernstein型不等式，这些不等式在随机测量矩阵稀疏恢复证明过程中起到关键作用。 
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Abstract 
Khintchine’s inequality, Hoeffding’s inequality and Bernstein’s inequality play an important role 
in proving that random matrix satisfies the property of restricted isometry and estimating the 
constant of restricted isometry. In practical application, these three inequalities have many changes 
according to the different types of random variables. In this paper, we mainly prove the Khint-
chine inequality, Hoeffding type inequality and Bernstein type inequality when the random varia-
ble is a matrix. These inequalities play a key role in the proof of sparse restoration of random 
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1. 引言 

压缩感知的模型如下 y Ax= ，当测量矩阵是随机测量矩阵的时候，满足 RIP 性质的概率需要足够大，

在证明过程中需要借助 Khintchine 不等式(见文献[1])、Hoeffding 型不等式以及 Bernstein 型不等式(见文

献[2])，这三种不等式有很多种，后两种分类是根据随机变量决定，随机变量可能是一个单独的变量，可

能是向量，也可能是矩阵。 
在文献[3]中介绍了 Khintchine 不等式，文献[1]介绍了非对易 Khintchine 不等式，读者可以参考。

Khintchine不等式提供了Rademacher和以及高斯和的界定，之后又延伸到矩阵Rademacher和以及矩阵高

斯和的 Khintchine 不等式，本文对这两种不等式进行了证明。 
文献[4]介绍了标量 Bernstein 不等式，文献[5]中介绍了矩阵 Bernstein 不等式，在文献[3]中 8.5 节重

点介绍了 Noncommutative Bernstein 不等式，文献[2] [6] [7]中也有相关介绍，其中随机变量是独立零均

值自伴随机矩阵，而次指数版本 Noncommutative Bernstein 不等式在文献[3]练习题当中。本文在前人对

这两种不等式总结以及文献[3]相关证明的基础上对又 Noncommutative Bernstein 不等式的次指数版本进

行了证明。 
在证明 Noncommutative Bernstein 不等式的同时需要 Hoeffding 型不等式，文献[3]重点介绍了

Rademacher 和的 Hoeffding 型不等式，在练习题中引入了矩阵高斯和的 Hoeffding 型不等式，本文将对这

个不等式进行证明，同时将证明一些其他定理用以辅助证明 Hoeffding 型不等式。 

2. 矩阵高斯和的 Khintchine 不等式 

在证明之前首先需要以下引理来辅助证明 Khintchine 不等式。 
引理 2.1：设 g 是一标准高斯变量， d dB ×∈� 是一自伴矩阵。那么满足以下等式 

( ) ( )2 2exp g B exp 2E Bθ θ= .                               (1) 

证明：对于标准高斯随机变量 g ，期望和方差满足以下条件 
20,  1Eg Eg= =                                      (2) 

见文献[3]，[8]。所以当标准高斯随机变量是奇数次幂时， 

( ) ( ) ( )1 10 0.k k kEg E g E g E g− −= = × =                            (3) 

我们将定理中等式左边按照泰勒展开式展开，即

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

exp
! !

k k k

k k

E g B E g E B
E g B

k k
θ θ

θ
∞ ∞

= =

= =∑ ∑  
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我们将(3)代入上式，可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

0 0
2 2 2 1 2 1

1 1

2 2 2

1 1

2 2
2 2

0 0

exp
! !

1
2 !! 2 1 !!

1
1 1

2 !! 2 !!

exp 2
2 !! 2 !

k k k

k k
k k k k

k k

k k k

k k

k k

k
k k

E g B E g E B
E g B

k k

E g E B E g E B
k k

E g E B B
k k

B B
B

k k

θ θ
θ

θ θ

θ θ

θ θ
θ

∞ ∞

= =

− −∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

= =

= + +
−

×
= + = +

= = =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

等式结果得以证明。 
以上引理证明时可以借鉴文献[9] [10]。  
引理 2.2：设 ε 是一 Rademacher 随机变量， d dB ×∈� 是一自伴矩阵。那么满足以下等式 

( ) ( )2 2exp B exp 2E Bεθ θ≤ .                                (4) 

证明：对于 Rademacher 随机变量 ε ，期望和方差满足以下条件 
20,  1E Eε ε= =                                       (5) 

我们将定理中等式左边按照泰勒展开式展开，即

 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2

2 2

0 0

1exp exp exp exp 2
2 2 ! 2 !

k k

k
k k

B B
E B B B B

k k
θ θ

εθ θ θ θ
∞ ∞

= =

= + − = ≤ =∑ ∑           (6) 

等式结果得以证明。 
该引理摘自文献[3]。 
定理 2.1：在以上定理成立的条件下，满足以下不等式 

( )
1/2

2

1 12 2 2 2

2ln 2
M M

j j j
j j

E g B d B
= =→ →

≤∑ ∑                            (7) 

成立。 
并且，对于 Rademacher 序列 ( )1, , Mε ε ε= � ， 

( )
1/2

2

1 12 2 2 2

2ln 2
M M

j j j
j j

E B d Bε
= =→ →

≤∑ ∑                            (8) 

成立。 
证明：首先证明不等式(7)，先从(7)中左边开始着手

 

( ) ( )( )

max
1 1 1 12 2

1 1 1
ln exp

M M d M

j j j j j j j
j j j j

M M M

j j j j j j
j j j

E g B E g B E g B

E tr g B E tr g B tr E g B

λ λ
= = = =→

= = =

     = ≤        

 
≤ = ≤ 

 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

由于 ( )tr A B trA trB+ = + 以及引理 2.1 可知，当 1θ = 时可得 ( ) ( )2exp exp 2j j jE g B B= ，上式继续推导

可得 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1

1/2
2 2 2

max
1 1 1 1 2 2

ln exp
2 2 2

2 2 2
2 2 2

M M Mj j j

j j j

d M M M

i j j j
i j j j

B B B
tr tr tr

d dB B Bλ λ

= = =

= = = = →

     
     = = =
     
     

   
= ≤ =   

   

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 

最终结果为 ( )
1/2

2

1 12 2 2 2

2
2

M M

j j j
j j

dE g B B
= =→ →

≤∑ ∑ ，当 ( )2 2ln 2
2

d d≤ 成立时，即 ( )4ln 2d d≤ ， 

( ) ( )
1/2 1/2

2 2

1 1 12 2 2 2 2 2

2 2ln 2
2

M M M

j j j j
j j j

dE g B B d B
= = =→ → →

≤ ≤∑ ∑ ∑ 成立。 

类似证明(8)也成立，先从(8)中左边开始着手 

( ) ( )( )

max
1 1 1 12 2

1 1 1
ln exp

M M d M

j j j j j j j
j j j j

M M M

j j j j j j
j j j

E B E B E B

E tr B E tr B tr E B

ε λ ε λ ε

ε ε ε

= = = =→

= = =

     = ≤        

 
≤ = ≤ 

 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

由于 ( )tr A B trA trB+ = + 以及引理 2.2 可知，当 1θ = 时可得 ( ) ( )2exp exp 2j j jE B Bε ≤ ，上式继续推导

可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1

1/2
2 2 2

max
1 1 1 1 2 2

ln exp
2 2 2

2 2 2
2 2 2

M M Mj j j

j j j

d M M M

i j j j
i j j j

B B B
tr tr tr

d dB B Bλ λ

= = =

= = = = →

     
     = = =
     
     

   
= ≤ =   

   

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 

最终结果为 ( )
1/2

2

1 12 2 2 2

2
2

M M

j j j
j j

dE B Bε
= =→ →

≤∑ ∑ ，当 ( )2 2ln 2
2

d d≤ 成立时，即 ( )4ln 2d d≤ ， 

( ) ( )
1/2 1/2

2 2

1 1 12 2 2 2 2 2

2 2ln 2
2

M M M

j j j j
j j j

dE B B d Bε
= = =→ → →

≤ ≤∑ ∑ ∑ 成立。 

3. 矩阵高斯和的 Hoeffding 型不等式 

在证明之前首先证明一个简单的定理，如下： 
定理 3.1：对于随机变量 X ，满足以下不等式 

( )1
0inf ln exp .EX E Xθ θ θ−

>≤     

证明： ( ) ( )1 1ln exp ln expEX E X E Xθ θ θ θ− −= =        

所以 ( )1 ln expE Xθ θ−   取下确界可得 ( )1
0inf ln expEX E Xθ θ θ−

>≤   。 

接下来开始证明矩阵高和 Hoeffding 型不等式，文献[3]中介绍了矩阵 Rademacher 和的 Hoeffding 型

不等式，读者可以对比阅读。 
定理 3.2：设 ( )1, , Mg g g= � 是一个由独立标准高斯随机变量构成的向量，并且 1, , d d

MB B ×∈� � 是自

伴矩阵。引入 2 2

1 2 2

M

j
j

Bσ
= →

= ∑ ，满足不等式 
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( )2 2

1 2 2

exp 2 exp 2
M

j j
j

E g B dθ θ σ
= →

 
≤  

 
∑                           (9) 

其中 0θ > 。并且对于 0t > ，概率满足 
2

2
1 2 2

2 exp .
2

M

j j
j

tP g B t d
σ= →

   −
≥ ≤       

∑                           (10) 

证明：对于不等式(9)，我们从(9)的左边开始证明 

( )1

max max
1 1 12 2

1 1 1

exp exp exp

exp e exp ln exp
M

j j
j

M M M

j j j j j j
j j j

g Bd M M

j j j j j
j j j

E g B E g B E g B

E g B Etr tr E g B
θ

θ θλ λ θ

λ θ θ=

= = =→

∑

= = =

      
= =              

   
≤ = ≤   

   

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

其中第二行的不等号应用了文献[3]中命题 8.16 的证明思路，等号应用了文献[3]中命题 8.16 以及[11]中的

命题 3.1 证明时的思路，最后一个等号应用了文献[3]中命题 8.18。接着上式继续证明 

( )
2 22 2

1 112 2

1

2 22 2
max 2 2

11 2 2

exp ln exp 2 exp exp
2 2

exp exp exp
2 2 2

d MM

j jjM j jj
j

j

MM

jj
jj

BB
tr B tr

d Bd B
d

θ λθ
θ

θθ λ
θ σ

= ==

=

== →

   
        ≤ = =             

   
   

    ≤ = =              

∑ ∑∑
∑

∑∑
 

在 /2 2de d≤  ( 2ln 2d d≤ )成立的条件下，不等式 ( ) ( )2 2 2 2exp 2 2 exp 2d dθ σ θ σ≤ 成立，即 

( ) ( )2 2 2 2

1 2 2

exp exp 2 2 exp 2 .
M

j j
j

E g B d dθ θ σ θ σ
= →

 
≤ ≤  

 
∑  

不等式(9)得以证明。 
对于概率不等式(10)，证明过程可以借鉴文献[3]中命题 8.20 的证明过程如下，根据引理 2.1 可知 
( ) ( )2 2exp g B exp 2E Bθ θ= ，这里 2B 是半正定的。因此，文献[3]中公式(8.35)里 ( ) 2 2g θ θ= 并且 2A B=� � 。 

[3]中命题 8.19 的参数 ρ 被给定 
2 2

1 2 2

M
Bρ σ

= →

= =∑ �
�

 

其中 2

1

M
B

=
∑ �
�

是半正定的。由此 

( )2 22 2

max max
1 12 2

/ 2/2

0
2 inf e 2 e .

M M M

tt

P g B t P g B t P g B t

d d
σθ θ σ

θ

λ λ
= =→

−− +

>

        ≥ ≤ ≥ + − ≥        
       

≤ =

∑ ∑ ∑� � � � � �
� � �  

这里θ 的最优选择是 2tθ σ= 。定理 3.2 的(10)得以证明。 
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接下来我们介绍矩阵版本的非对易伯恩斯坦不等式的次指数版本。 

4. Noncommutative Bernstein 不等式的次指数版本 

首先给出证明时所需引理来辅助证明，如下： 
引理 4.1：设 d dY ×∈� 是一个自伴随机矩阵。那么，对于 t∈�， 

( )( ) ( ){ }max 0
inf exp e exp .tP Y t Etr Yθ

θ
λ θ−

>
≥ ≤                         (11) 

引理 4.2：设 1, , d d
MX X ×∈� � 是独立自伴随机矩阵。那么，对于θ ∈�， 

( )
1 1

exp exp ln exp .
M M

Etr X tr E Xθ θ
= =

   ≤   
   
∑ ∑� �
� �

                       (12) 

引理 4.3：设 1, , d d
MX X ×∈� � 是独立自伴随机矩阵。假设它们存在函数 ( ) [ ): 0, 0,g ∞ → ∞ 以及固定的

自伴矩阵 1, , MA A� 使得 

( ) ( )( ) [ ]exp exp , 0 .kE X g A k Mθ θ θ= ∀ > ∀ ∈  � ≺ 对于 以及                 (13) 

那么， max
1

:
M

Aρ λ
=

 =  
 
∑ �
�

。概率满足以下不等式 

( )
max 01

inf e ,  .
M

t gP X t d tθ θ ρ

θ
λ − +

>=

   ≥ ≤ ∈  
  
∑ �
�

�  

以上三个引理均摘自文献[11]。接下来开始证明 Noncommutative Bernstein 不等式的次指数版本，其

中 Noncommutative Bernstein 不等式在文献[5]中已经给出。 
定理 4.1 (Noncommutative Bernstein 不等式的次指数版本)：设 1, , d d

MX X ×∈� � 是独立零均值自伴

随机矩阵。假设 

[ ]2 2 2! 2, ,n nE X n R B Mσ−  = ∈ � � �≺ �                           (14) 

对于某些自伴矩阵 B�，设 

2 2

1 2 2

: .
M

Bσ
= →

= ∑ �
�

 

则满足以下概率不等式 
2

max 2
1

2exp .
M tP X t d

Rt
λ

σ=

    ≥ ≤ −    +    
∑ �
�

                         (15) 

其中 0t > 。 
证明：通过克拉默定理的启示，我们估计 X �的矩生成函数。将指数函数展开为泰勒级数，利用 Fubini

定理交换期望和求和得到 

( ) [ ]
22 2 2

2 2
2 2

exp 1 1 ,
! 2 ! 2

n n n n

n n

E X E XBE X E X
n n B

θ θθ σθ θ
σ

−∞ ∞

= =

      = + + = +   ∑ ∑� �� �
� �

� �

 

由于 [ ] 0E X =� 。定义 ( )
2

2 2
2 ! 2

n n

n

E X
F

n B
θ

θ
σ

−∞

=

  = ∑ �
�

� �

，我们可得 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2exp 1 2 exp 2 .E X B F B Fθ θ σ θ θ σ θ= + ≤  � � � � � � �  
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引入 ( ) [ ] ( )max MF Fθ θ∈= �� 并且应用 2 2

1 2 2

:
M

Bσ
= →

= ∑ �
�

，我们从克拉默定理中(文献[3]中定理 7.18)中可

得 

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

max 01 1

2 2 2

0 1

2 2 2

1

inf exp exp ln exp

inf exp exp ln exp 2

exp exp 2

M M

M

M

P X t t tr E X

t tr B F

t tr B F

θ

θ

λ θ θ

θ θ σ θ

θ θ σ θ

>= =

> =

=

      ≥ ≤ −     
      

  ≤ −  
  

 ≤ −  
 

∑ ∑

∑

∑

� �
� �

� � �
�

� � �
�

 

由于
nnE X E X   ≤   � � ，假设文献[3]中(7.38)成立便推导出 

( ) ( )
2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2

! 2 1
1! 2 ! 2

nn n n
n

n n n

E X n R BF R
Rn B n B

θ θ σθ θ
θσ σ

−
− −∞ ∞ ∞

−

= = =

 
 ≤ ≤ = =

−∑ ∑ ∑
�

� �
�

� � � �

 

这里 1Rθ < 。所以 ( ) ( ) 11F Rθ θ −≤ − 代入到以上概率不等式可得 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
max

1 1

2 2 2

1

2 2 2

1 1

exp exp 2

exp exp
2 1

exp exp
2 1

M M

M

d M

i
i

P X t t tr B F

Bt tr
R

Bt
R

λ θ θ σ θ

θ σθ
θ

θ σθ λ
θ

= =

=

= =

    ≥ ≤ −    
    

  
≤ −     −  

   
 = −      −   

∑ ∑

∑

∑ ∑

� � � �
� �

� �

�

� �

�

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

max
1

2
2 2

max
1

2
2 2

max
1

exp exp
2 1

exp exp
2 1

exp
2 1

M

M

M

Bd t
R

d t B
R

d t B
R

θ σθ λ
θ

θθ λ σ
θ

θθ λ σ
θ

=

=

=

   
 ≤ −      −   
  ≤ −    −   

  ≤ − +   −   

∑

∑

∑

� �

�

� �
�

� �
�

 

现在我们选择 ( )2 2
max

1

M
t Rt Bθ λ σ

=

  = +  
  
∑ � �
�

，很明显满足 1Rθ < 。这便推导出 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

2
2 2

max max
1 1

2

2
2 2

max2
1 2 2

max
12 2

max
1

2 2
max

1

exp
2 1

exp

2 1

M M

M

M

M

M

P X t d t B
R

t

Rt B
td B

Rt B
Rt

Rt B

θλ θ λ σ
θ

λ σ
λ σ

λ σ

λ σ

= =

=

=

=

=

     ≥ ≤ − +      −      


  +      ≤ − +       +    
   −

  +   
  

∑ ∑

∑
∑

∑

∑

� � �
� �

� �
�

� �
�

� �
�

� �
�


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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( )

( )

2 2 2

2 2 2 2 2
max

1 1 12 2 2 2

2 2

2 2 2 2
max

1 1 2 2

2 2 2exp exp exp

2 2exp exp

M M M

M M

t t td d d
Rt B Rt B Rt B

t td d
Rt B Rt B

λ σ σ

λ σ σ

= = =→ →

= = →

    
    − − −    = = ≤
     + + +     

      
  
  − −  = =
   + +  

    

∑ ∑ ∑

∑ ∑

� � � � �
� � �

� � � �
� �

2 2

2
2

1 2 2

2 2exp exp
M

t td d
RtRt B σ

= →



 
   − − ≤ =    + + 
 

∑ �
�

 

其中 ( ]2 0,1σ ∈� ，这时满足不等式 

2

max 2
1

2exp .
M tP X t d

Rt
λ

σ=

   −  ≥ ≤     +    
∑ �
�

 

结论得证。特别的，当随机变量是标量时的 Bernstein 不等式如下： 
定理 4.2：设 1, , MX X� 是独立零均值随机变量，对于任意的整数 2n ≥ ，满足以下不等式 

[ ]2 2! 2, ,
n nE X n R Mσ−≤ ∀ ∈� � �                            (16) 

对于某些常数 0R > 以及 0σ >� ， [ ]M∈� 。那么，对于 0t∀ > ，满足概率不等式 

2

2
1

22exp .
M tP X t

Rtσ=

  
≥ ≤ −   +   

∑ �
�

                            (17) 

其中 2 2

1
:

M
σ σ

=

=∑ �
�

。 

以上内容摘自文献[3]。 

5. 结束语 

本文在文献[3]中研究的基础上，对其中一些未解决的问题进行了证明，补充了相关内容，使得这部

分不等式内容更加充分，在今后的研究证明中起到一定作用。希望这些补充会对读者有一些启发。 
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