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摘  要 

在图像的传递、形成和保存的过程中往往会受到外界因素的影响。稀疏表示是通过图像原子的信号组合

来重现图像信号，而这些原子源自一个过完备冗余字典。字典的形成有两种方法，一种是设计字典来适

应模型，另一种是使字典适应一组训练信号，以实现稀疏信号的表示。K-SVD算法是一种迭代方法，它

在基于当前字典的列的稀疏编码和更新字典原子以更好地适应数据的过程中交替进行。本文在正则化

K-SVD (即RK-SVD)算法基础上，通过改进了RK-SVD算法模型中计算误差项，使得改进的RK-SVD算法对

数据的处理更加的准确，并且有效的阻止模型过拟合和欠拟合的发生。最后在实验的基础上，比较了改

进后的RK-SVD算法的有效性。 
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Abstract 
In the process of image transmission, formation and preservation, it is often affected by external 
factors. Sparse representation reproduces image signals by combining the signals of image atoms, 
which originate from an over complete redundant dictionary. There are two ways to form a dic-
tionary, one is to design a dictionary to adapt to the model, the other is to make the dictionary 
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adapt to a group of training signals to achieve sparse signal representation. K-SVD algorithm is an 
iterative method, which alternates between sparse coding of columns based on the current dic-
tionary and updating dictionary atoms to better adapt to data. Based on the regularized K-SVD al-
gorithm, this paper improves the calculation error term in the RK-SVD algorithm model, which 
makes the improved RK-SVD algorithm more accurate in data processing, and effectively prevents 
the occurrence of over fitting and under fitting of the model. Finally, on the basis of experiments, 
the effectiveness of the improved RK-SVD algorithm is compared. 
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1. 前言 

在现今的生活中人们获取的信息 80%来自于各种图像，图像视频的等视觉信息从网络的大面积普及

开始已经成为人们获得信息的主要来源，社交网站 Facebook 的年上传照片总量达到 6000 亿张，且以每

天上传 5 亿张照片的速度增长；视频分享网站 Youtube 上的视频日均浏览量更是高达 80 亿次，一张清晰

优秀的图像可以让看图片的人获得完美的观看体验而质量较差的图像则会给观看的人带来糟糕的体验。

质量较差的图像是因为图像在图像的获取或者传输的过程中受到各种外部环境或传感元件本身质量的影

响而产生。图像噪声是指存在于图像数据中的不必要的或多余的干扰信息、扰乱人们对图像中有用信息

的观测的孤立像素点或者像素块。而因为图像在传输、网络丢包或者计算处理本身过程对图像带来的退

化影响是无法根据更换设备或者其他外部条件来解决这一问题的，在这种情况下利用图像处理、机器视

觉以及数值分析等消除图像噪声的工作称为图像的去噪，目的就是得到原图像的估计值，尽可能的让这

一估计接近原图像。最开始的去噪技术是在 1964 年 NASA 的喷气动力实验室在计算机上首次使用数字

图像处理技术对航天探测器徘徊者 7 号传回的数千张月球照片进行例如灰度变换、去噪等技术处理，这

是数字图像处理技术的第一次成功。而现如今图像处理技术已经遍布于生活的各个方向如科学研究、军

事技术、工农业生产、医学、气象以及天文地理等[1]。目前为止图像噪声去除大概分为传统的空域与频

域滤波去噪方法、基于小波变换的图像去噪方法、基于偏微分方程的去噪方法、基于稀疏表示理论的图

像去噪技术等。空域滤波是在原图像上直接进行数据运算，再对像素的灰度值进行技术处理[2]。常见的

空间域图像去噪算法有邻域平均法、中值滤波、低通滤波等[3]。频域滤波去噪算法就是将原本的图像进

行某种变换将其从空域映射到频域上根据图像斑点噪声的频率范围，进而通过滤波器实现去噪。小波变

换其实是基于变换域滤波的去噪技术就是对图像进行某种变换，将图像从空间域转换到变换域，再对变

换域中的变换系数进行处理，再进行反变换将图像从变换域转到空间域[4]。偏微分方程近些年才兴起的

一种图像处理方法，是依据图像的局部特征将对图像的处理转为对偏微分方程的求导问题对低层图像处

理具有很好的效果。其方程具有各向异性的特点能够并保持边缘区域的边界特征。其中全变分去噪方法

是一个能够较好地解决了抑制噪声与保持细节信息的矛盾，尽可能地保留了原来图像的细节和边缘信息

的技术[5]。基于过完备冗余字典的稀疏表示去噪算法已经成为目前图像去噪领域的主要方法，其主要思

想是将原始的图像用训练完成的过完备冗余字典中的原子稀疏表示。这种新型算法相对于传统的变换有
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更好的适应性，能够根据新图像来选择更优的原子。但是当图像的噪声过大的时候，稀疏表示方法容易

产生过拟合现象，从而使得到的图片有一定的模糊现象。伴随着科技的不断发展，字典学习的方式，也

在不断的更新，越来越多的人加入图像去噪领域，使得算法更加的方便快捷。因此该方法被使用在各个

领域。 
本文主要是针对自然图像的去噪方法，以稀疏冗余表示理论为基础，围绕稀疏编码和字典训练对分

析字典和学习字典进行研究，针对字典训练采用 K-SVD 算法和 RK-SVD 算法，研究了其原理及去噪效

果。然后对 RK-SVD 的计算过程进行优化改进，并对图片进行加噪及加噪后基于三个算法的字典训练以

及去噪处理和结果对比。 

2. 基于 K-SVD 的图像去噪算法 

K-SVD 算法是在 2006 年由以色列理工学院的 Michal Aharon、Michael Elad 等人提出来的，这些数

学家基于 K-SVD 算法构筑了一个矩阵也就是字典，通过这个字典将与含噪图像相似的向量进行稀疏编码

[6] [7]。 
K-SVD 算法的适用性很广，几乎可以和任何的追踪算法结合使用，根据给定的字典，K-SVD 算法获

得具有匹配追踪(MP)或者正交匹配追踪(OMP)的稀疏表示系数，然后假设系数是固定的情况下，K-SVD
算法再一次对字典进行一列更新。这个时候再固定字典对稀疏表示系数进行第二次更新，系数发生变化。

然后再固定系数，更新字典。重复此过程，直到最后的残差满足一定的条件，这时停止迭代。 
在这里我们假设字典 n kD R ×∈ 是一个过完备冗余字典，其中包括 K 列原子，信号 nY R∈ 可以表示为

这些原子的稀疏线性组合，而 KX R∈ 则是稀疏线性组合的稀疏表示系数。Y 的表示为： 

Y DX=                                         (1) 

但是在通常情况下原子的线性组合不能够完全将原始信号表示出来，因此 Y 表示为： 

,   s.t. pY DX Y DX ε≈ − ≤                                 (2) 

其中 p 范数可以看作 2 范数的拓展，但是 p 范数的范围是 [ )1,+∞ 。 

{ } 1

N
i i

Y y
=

= 包含 N 个训练信号，相应的系数为 X 和为了信号集 Y 的稀疏表示来寻找适应性最好的字

典。这就形成了一个优化问题： 

{ }2
00,

min s.t. , iFD X
Y DX i x T− ∀ ≤                              (3) 

其中 0T 是系数的非零项的上限即稀疏度，F 范数是对于矩阵的运算的，与向量的 2 范数相似，也就是矩

阵的每个元素的平方和的开方。 
一旦完成了稀疏编码的任务，那么接下来的任务就是寻找更好的字典。这个过程每进行一次就会更

新字典的一列。不断的更新稀疏系数 X 和字典 D 的所有列 d 直到更新到 kd 及其对应的位于第 i 行的系数

表示为 i
Tx 返回(3)，此时的惩罚项可以写为： 

2

1

2

2
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j TF
j

j k
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j k F
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=
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kE 代表的是误差矩阵，同时矩阵 DX 被分解为 K 个一阶矩阵的总和，在这些矩阵中一直到 1K − 个

向量是被确定的，第 K 个仍然是不确定的。在这种条件下使用 SVD 算法了来寻找 kd 和 k
Tx 是不正确的。

因为新的 k
Tx 很有可能会被代替，因此在更新 kd 的时候不执行稀疏约束。 

3. 基于 RK-SVD 的图像去噪算法及其改进 

RK-SVD 又叫做正则化 K-SVD 算法，是在 K-SVD 算法的基础上加入正则化因子，从而防止模型产

生过拟合、缩小解空间和减小求出错误解的可能性等，通常情况下 RK-SVD 算法比 K-SVD 算法具有更

好的去噪能力。在解决通常的数学物理方程的问题中，一般只研究适定问题。对于不适定问题一般通过

正则化方法来解决[8]。正则化方法就是用一组初始不适定问题相近的适定问题的解去逼近原问题的解[9] 
[10]。稀疏表示正是经典的不适定问题。 

根据 K-SVD 算法给出 RK-SVD 算法的目标函数模型： 

( ) 2 2

,
arg min , F F

D X
f D X Y DX Xµ µ= − +                              (5) 

其中 µ 是正则化参数且大于 0，在 K-SVD 算法的更新原子部分，将待更新原子设为 jd ， jθ 是待更新原

子 jd 的信号索引，因此将 RK-SVD 的模型可以变为： 

( )
,

2
2

, , , ,
,
arg min ,

j j j j j
j j j

j j i i j j j Fd x i j F

f d x Y d x d x x
θ

µ θ θ θ θ θµ
≠

= − − +∑                   (6) 

则这些信号的表示误差为： 

,j ji i
i j

E Y d xθ θ
≠

= −∑                                       (7) 

对误差项 E 进行 SVD 分解可以得到： 

T

1

r

i i i
i

E u vσ
=

= ∑                                         (8) 

在此处令 T
,,

jj jd d x x θ= = 那么上式的最优化模型就变成如下所示 

( )
T

2 2T T T

1,
arg min ,

F F
d x

f d x E dx xµ
=

= − +                            (9) 

其中 1d = 是因为字典原子为单位向量。在进行 SVD 分解的时候秩 1r ≥ 是不相关的。那么上式的解为： 

1
1,

1 i id u x vσ
µ

= =
+

                                    (10) 

与此同时上式的函数还可以表示为： 

( )
T

2 2T T T

1,
arg min , 1 2 F

d x
f d x x x E d Eµ

=

= + − +                         (11) 

由 K-SVD 算法可以得到新原子 d 和原子的相关系数 x 可以通过误差项来表示即 

1 1
,

m N

i i i i
i i

d u x vρ θ
= =

= =∑ ∑                                    (12) 

且因为字典原子都是单位向量且用 t x= 来表示所以有： 

2 22 2

1 1
1,

m N

i i
i i

d xρ θ
= =

= = =∑ ∑                                  (13) 
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T T

1 1

r r

i i i i i i
i i

E d v u d vσ σ ρ
= =

= =∑ ∑                                (14) 

因此拟最小化的函数变为： 

( ) ( )
T

2T 2

11,
arg min , 1 2

r

i i i F
id x

f d x t Eµ σ ρ θ
==

= + − +∑                         (15) 

由 SVD 性质可知 iσ 是个递减数列，再由柯西施瓦茨不等式可知以下： 

2 2 2 2 2
1

1 1 1

r r r

i i i i i i
i i i

tσ ρ θ σ ρ θ σ
= = =

 ≤ ≤ 
 

∑ ∑ ∑                             (16) 

当 0, 0i iρ θ= = 且在 1i > 的情况下达到了平衡，因此目标函数可变为 

( ) ( )
T

2T 2
1

1,
arg min , 1 2 F

d x
f d x t t Eµ σ

=

= + − +                          (17) 

显然在当 

1

1
t σ

µ
=

+
                                       (18) 

时有最小值从而得到最优解。 
若在经典 RK-SVD 模型中计算误差项的基础上加入偏置 b 即： 

,j ji i
i j

E Y d x bθ θ
≠

= − +∑                                   (19) 

那么在加入偏置 b 的基础上可获得改进的最优化模型： 

( )
,

2
2

, , , ,
,
arg min ,

j j j j j
j j j

j j i i j j j Fd x i j F

f d x Y d x b d x x
θ

µ θ θ θ θ θµ
≠

= − + − +∑                 (20) 

4. 加噪实验及对比分析 

在这个信息化的时代，图片往往是可以包含大量信息的传递方式，但是图像在传递的过程中往往会

受到外来因素的干扰或者拍照设备的好坏从而产生噪声，这就导致了最后得到的图像包含大量噪声信息。

本文进行的加噪实验主要为以下两种模型： 
(1) 高斯噪声(Gaussian) 
高斯噪声就是概率密度函数服从高斯分布的一种噪声[11]。高斯分布，记为 ( )2,N µ σ ，其中 µ 和 2σ

分别为期望和方差。其概率密度函数为： 

( )
( )

221 e
2

x

p x
µ

σ

σ

− −

=
π

                                  (21) 

(2) 椒盐噪声(Salt-and-Pepper) 
椒盐噪声又叫做脉冲噪声，椒盐噪声和高斯噪声很像，但椒盐噪声和高斯噪声的位置和噪点深度都

不尽相同，是在图像中极为容易见到的噪声。椒盐噪声的影响形式是随机出现一些白点或者黑点从而改

变图像的某些部位的像素值，比如说图像中黑色像素的部分出现白色像素或者白色像素的部分出现黑色

像素亦两者皆有之。椒盐噪声的出现原因是图像传感器的某些零件的损坏或者是图像在传播的过程中受

到突如其来的强烈的干扰产生的。 
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图 1 是原图及含噪声图片。图 2 是加入了高斯噪声(参数为(1.0,50))的噪声、K-SVD、RK-SVD 和改

进的 RK-SVD 四种图像的对比，可以很清楚的看到改进的 RK-SVD 对于细节的还原更为清晰。 
 

 

(a)                      (b)                        (c) 

Figure 1. Original and noisy image. (a) Original image; (b) image with Gaussian noise; (c) 
image with salt and pepper noise 
图 1. 原图及含噪声图片。(a) 无噪声原图；(b) 加入高斯噪声图片；(c) 加入椒盐噪声图片 

 

 

(a)                       (b) 

 

(c)                      (d) 

Figure 2. Comparison of Gaussian noise denoising. (a) Image with 
Gaussian noise; (b) denoising image with K-SVD; (c) denoising 
image with RK-SVD; (d) denoising image with imporved RK-SVD 
图 2. 高斯噪声去噪的对比。(a) 含高斯噪声图像；(b) K-SVD 去

噪结果；(c) RK-SVD 去噪结果；(d) 改进的 RK-SVD 去噪结果 

 
图 3 可以看到，在椒盐噪声背景下改进的 RK-SVD 的处理效果比 RK-SVD 的效果更为明显，在这

里还是用图像再进行一次对比。 
由于改进算法中加入了偏置参数，偏置的大小同样会对去噪效果产生不同的影响。首先尝试加入较

大的偏置，令偏置为 b = 0.1 以高斯噪声为噪点来观测其对去噪效果的影响。可以清晰的从图中看到加了
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偏置之后的 RK-SVD 相比于初始的 RK-SVD 有更好的去噪效果。 
 

 

(a)                       (b) 

 

(c)                        (d) 

Figure 3. Comparison of salt and pepper noise denoising. (a) 
image with salt and peppernoise; (b) denoising image with 
K-SVD; (c) denoising image with RK-SVD (d) denoising image 
with imporved RK-SVD 
图 3. 椒盐噪声去噪的对比。(a) 含椒盐噪声图像；(b) K-SVD
去噪结果；(c) RK-SVD 去噪结果；(d) 改进的 RK-SVD 去噪

结果 

 
为了解决人们对图像的观测的好坏与否，本文分别使用信噪比(SNR)、结构相似性(SSIM)和峰值信噪

比(PSNR)来评估算法的去噪能力。去噪图与原图的 SNR、PSNR 与 SSIM 的值越大说明去噪效果更优越。

从表 1~3 的数据中可以看出一般情况下，并不是偏置越小去噪效果越好，但整体效果要优于经典 RK-SVD
算法。 

 
Table 1. Comparison of SNR after image denoising 
表 1. 图像去噪后 SNR 数据对比 

高斯噪声参数 ( ),µ σ  RK-SVD 改进 RK-SVD 
(b = 0.1) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.001) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.0001) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.00001) 

(1.0, 5) 1.699229 1.698332 1.698328 1.698314 1.698221 

(1.0, 10) 1.696077 1.696967 1.695259 1.694721 1.695875 

(1.0, 20) 1.684558 1.684884 1.685123 1.686448 1.685461 

(1.0, 30) 1.668491 1.670416 1.671939 1.670272 1.672791 

(1.0, 40) 1.660677 1.654112 1.654721 1.654228 1.657360 

(1.0, 50) 1.641064 1.643383 1.650644 1.642950 1.650771 
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Table 2. Comparison of SSIM after image denoising 
表 2. 图像去噪后 SSIM 数据对比 

高斯噪声参数 ( ),µ σ  RK-SVD 改进 RK-SVD 
(b = 0.1) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.001) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.0001) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.00001) 

(1.0, 5) 0.840849 0.845671 0.842568 0.842389 0.842708 

(1.0, 10) 0.752430 0.752915 0.752025 0.753339 0.752675 

(1.0, 20) 0.500875 0.499342 0.506048 0.504771 0.501186 

(1.0, 30) 0.327151 0.331090 0.329531 0.328994 0.326168 

(1.0, 40) 0.229617 0.233035 0.232329 0.229618 0.230768 

(1.0, 50) 0.172936 0.174754 0.173252 0.173554 0.173280 

 
Table 3. Comparison of PSNR after image denoising 
表 3. 图像去噪后 PSNR 数据对比 

高斯噪声参数 ( ),µ σ  RK-SVD 改进 RK-SVD 
(b = 0.1) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.001) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.0001) 

改进 RK-SVD 
(b = 0.00001) 

(1.0, 5) 31.066853 31.161110 31.122619 31.141726 31.145258 

(1.0, 10) 29.568221 29.577482 29.582650 29.559725 29.576569 

(1.0, 20) 25.710534 25.670057 25.770290 25.740022 25.710703 

(1.0, 30) 22.658730 22.708418 22.695219 22.677090 22.637484 

(1.0, 40) 20.410864 20.456707 20.466492 20.437920 20.392517 

(1.0, 50) 18.743803 18.777784 18.718864 18.741145 18.750729 

5. 结论 

本文主要是描述和实现基于稀疏表示的 K-SVD 算法和 RK-SVD 算法对带有噪声的图像的去噪效果

的研究。本文在经典 RK-SVD 算法的基础上修改了 RK-SVD 算法模型中计算误差项。实验数据表明，改

进的 RK-SVD 算法相比经典 RK-SVD 算法在去噪效果方面得到了提升。 
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