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摘  要 

本文借助于量子算法对2013年全国大学生数学建模竞赛B题的两种碎纸片(纵切和纵横切)的拼接方法

进行新的探究。运用MATLAB软件，设计出了可以快速准确地将碎纸片进行复原的量子算法程序。在

第一问仅有纵切的情况下，将原问题转化为旅行商问题，并借助量子蚁群算法并进行求解。在第二问

中利用改进的量子聚类算法，较完美的完成了拼接任务，极大地降低了算法的时间复杂度和拼接的错

误率。 
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Abstract 
With the help of quantum computing method, this paper makes a new research on the splicing 
method of two kinds of shreded paper (longitudinal and transverse) of problem B in the 2013 Na-
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tional College Students’ mathematical modeling competition. We use MATLAB software to design a 
program that can quickly and accurately restore the broken pieces of paper. In the case of the first 
question, which is only vertical, we transform the original question into a traveling salesman 
problem and design a quantum ant colony algorithm to solve it. In the second question, the im-
proved quantum clustering algorithm is used to complete the splicing task perfectly, which greatly 
reduces the time complexity of the algorithm and the error rate of stitching. 
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1. 引言 

破碎文件及图像的自动拼接复原在物证复原、文献修复等领域有很多的应用，当碎片的数量很少时，

可以采用手工拼接的方法完成。但是当碎纸的数量非常大时，如果仍然依靠手工完成，可能会耗费大量

的时间、人力、物力，不但会对物证造成一定的损坏，有时还会错过最佳时机，例如在破案中如不及时

拼接复原会耽误破案进度。很多国家已经对破碎文件的自动修复技术进行了大量的研究。因此，把计算

机视觉和模式识别与碎片复原结合起来进行研究意义重大。然而在国内，针对这方面的研究还是比较少

的。图像的拼接复原技术是一个新兴课题，具有很大的实用价值。运用先进的计算机技术作为工具，借

助计算机高速运算这一优点，将极大减少复原所需时间，提高正确率。本文主要研究了规则的碎纸机破

碎纸片的拼接方法，我们分别针对单面仅纵切和既纵切又横切规则碎片进行了拼接研究，并借助于量子

算法找到了可行的拼接方案。 
量子算法与经典算法最大的区别在于它能够凭借量子计算的一些特性(例如：量子并行性)来实现指数

级加速。本文中，采用量子态来表示输入信息和输出信息，通过查询量子随机存取存储器来获取我们需

要的纠缠量子，算法的核心思想是利用量子态的相干性，使客观所需的结果増强，同时使非所需的结果

减弱。这样在测量的时候客观所需的结果会以相当高的概率出现。 

2. 单面仅纵切碎纸片拼接 

2.1. 数据预处理 

借用 MATLAB 中的 imread 函数先将图片数据导入 MATLAB 软件并进行读取。实验发现，使用经

过二值化处理的数据与没处理过的数据相比复原率要高，因此，我们将数据进行二值化处理，即将图片

上的灰度值置为 0 和 255，使图片仅显现黑白两种颜色[1] [2]。 

2.2. 模型建立 

求解所有图片的排列顺序，其实是一个最优化问题，于是我们将碎纸片拼接问题转化为经典的旅行

商问题来进行处理[3]。 
旅行商问题是经典的组合优化中的一个 NP 难题，可以将它描述为：一个旅行商从指定的一个城市

出发，游玩所有城市并且每个城市只能游玩一次，每个城市之间的距离是不同的，求旅行商游玩路线的
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最短距离。现在国内外学者提出了多种方法来解决这一问题，比如遗传算法，蚁群算法等，本文将在前

人的基础上介绍一种改进的量子蚁群算法来求碎纸片拼接问题的最优解。 

碎纸片之间的距离定义为
aI

a b c
=

+ +
，a 为两个向量 1-1 配对的总数，b 为两个向量不配对的总数， 

c 为两个向量 0-0 配对的总数。 
将每个碎纸片看作一座城市，定义城市之间的距离 D 为：一条碎纸片右侧和另一条碎纸片左侧的距

离。通过计算所有城市之间的距离，可以得到相关的距离矩阵(值得注意的是，城市 A 到城市 B 的距离

与城市 B 到城市 A 的距离是不同的，因为它们顺序相反时对应的是碎纸片不同侧的距离)。由于文档最

左侧和文档最右侧的碎纸条都为空白，所以可以形成一个哈密顿圈，由此转化为求最优解的旅行商问题。 

2.3. 算法设计 

解决旅行商问题的算法主要有神经网络算法、模拟退火算法和遗传算法等，但为了提高运算的速度

和准确性，这里我们介绍一种量子蚁群算法[4]。 
蚁群算法是由意大利学者 Dorigo、Maniezzo 等人于 20 世纪 90 年代提出的[5] [6]。他们从蚂蚁寻找

食物的过程中受到了启发，蚂蚁在其经过的路径上会留下信息素，其他蚂蚁可以识别这一物质，在蚂蚁

寻找食物过程中，每只蚂蚁到达食物的路径上，都会留下信息素，每条路径对应了一种“可行解”，蚂蚁将

食物搬回蚁穴后还会回去继续搬食物，所以路径短的蚂蚁用的时间少，重复频率快，单位时间内往返的蚂蚁

就越多，路上留下的信息素也就会越多[7]。同时，蚂蚁会沿着信息素浓度较高的路径行走，由此形成一种

正反馈机制，当蚂蚁数量非常大时，一段时间后蚂蚁会集中到最佳路径上，对应问题中的最优解。 
由于量子算法具有并行性，在运算时会大大提高运算速度，下文将用量子思想对蚁群算法进行改进。

我们认为蚂蚁释放的信息素是在蚂蚁当前位置留下的，蚂蚁的位置由一组量子比特的概率幅表示，蚂蚁

的移动用量子旋转门实现，同时引入量子变异操作[8]。设蚂蚁 m 携带的一组量子比特为 
1 2 3

2 2 3

cos cos cos cos
sin sin sin sin

m m m mn
m

m m m mn

X
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

 
=  
 





，则蚂蚁占据的位置分别为 ( )1, ,cos cosmx m mnP ϕ ϕ=  和 

( )1, ,sin sinmy m mnP ϕ ϕ=   [9] [10] [11]。蚂蚁的位置对应问题的可能解，我们求得的最优位置便对应着问

题的最优解。虽然蚂蚁数量不变，但借助于量子并行性，搜索空间加倍了，从而提高了搜索速度[12]。 
设蚂蚁在 r 处的信息素为 f(r)，初始时全部设置为零，可见度 g(r)我们用信息的可检测性来表示，即

定义为实际检测强度与原有信息素强度的比值。 
(1) 定义蚂蚁 m 由 sr 到 tr 位置的移动规则为 

( ) ( ){ } ( ) 0

0

arg max s t s
t

s

f r f r r R q q
r

r q q

α β     ∈ ≤    = 
 ′ >

 

这里 q 为介于 0 到 1 之间的随机数， 0q 为 0 到 1 之间的一个常数，R 为蚂蚁位置的集合，sr′为目标位置。 

( )
( ) ( )

( ) ( ),s t

s t
s

s tr r R

f r f r
P r

f r f r

α β

α β

∈

      =
      ∑

 

其中α 和 β 代表着信息素强度和它的可检测性对移动的影响比重，可由实际情况定义。 
(2) 接下来我们用量子旋转门来改变量子比特的相位，从而实现蚂蚁位置的改变。蚂蚁的量子比特为 

1 2 3

2 2 3

cos cos cos cos
sin sin sin sin

r r r rn
r

r r r rn

X
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 
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1 2 3

1 2 3

cos cos cos cos
sin sin sin sin

s s s sn
s

s s s sn

X
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

 
=  
 





 

量子旋转门转角的大小其实是十分重要的，我们要尽可能使 rX 旋转后趋近于 sX 。这里我们取 0.001π
到 0.05π之间。记 

cos cos
sin sin

ri si
i

ri si

A
ϕ ϕ
ϕ ϕ

=  

转角由下式确定： 

( ) 0sgn e t
i iAθ θ −∆ −=  

其中 0θ 为迭代初值，t 为优化步数，对蚂蚁进行量子旋转门操作后，蚂蚁移动到 tr 位置。 
(3) 为了使蚂蚁有新的空间位置，我们用量子非门对蚂蚁进行变异处理，方法如下 

0 1
1 0

si si

si si

α β
β α
    

=    
     

 

(4) 设蚂蚁的前一个位置为 qr ，当前位置为 sr ，移动后的位置为 tr ，可得出更新规则为 

( ) ( ) ( )sgnt s fit if r f tf r α= + ∆ × ∆  

( ) ( )t sfit fit r fit r∆ = −  

( ) ( ) ( )sgnt sg r g r fit fit α= + ∆∂ × ∆∂  

1 1
max max

i n i n
ti si

fit fitfit
r r≤ ≤ ≤ ≤

∂ ∂
−

∂ ∂
∆∂ =  

fit 为适应度函数，定义为 ( ) ( )maxfit x A f x= − ，其中 maxA 可为输入的恰当值，也可以为优化过程的

最大数值。 
当所有蚂蚁进行一次循环后，按照下面的公式更新信息素 

( )
( ) ( )
( )
1

1
u u u

u
u u

fr fit r r r
f r

fr r r

ρ ρ

ρ

′ − + == 
′− ≠
 

其中， ( )1 ρ− 为信息素挥发系数，大小在 0 到 1 之间， r′为最优解。 
(5) 算法实现步骤 
步骤 1：将每一只蚂蚁的信息素强度和可见度进行初始化，赋以相同的值。变异概率设为 np ， 
最大迭代次数为 Max，当前迭代次数为 0，随机生成初始群体为 

1 2 3

1 2 3

cos cos cos cos
sin sin sin sin

i i i in
i

i i i in

p
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

 
=  
 





 

其中 2ij qϕ = π× ， 1,2,3, ,i m=  ； 1,2,3, ,j n=  ；m 是种群规模，n 是量子位数。 
步骤 2：对种群中的每个蚂蚁按其移动规则和转移概率用量子旋转门进行移动，随机选取蚂蚁用量

子非门进行变异操作。 
步骤 3：按照更新规则对信息素强度和可见度进行更新。 
步骤 4：迭代次数加一，当 t < Max 时，重复 b；当 t > Max 时，输出结果。 
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2.4. 仿真结果及分析 

借用量子改进蚁群算法，按照以上步骤编写算法程序，并在计算机上进行仿真运算。结果显示：成

功拼接了碎纸片，完美地还原了原图片，且无需人工干预，得到了碎纸片的拼接序列(如表 1 所示)。 
 

Table 1. Result sequence table of Appendix 1 
表 1. 附件 1 结果顺序表 

碎纸片编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

排列序列 9 15 13 16 4 11 3 17 2 5 6 10 14 19 12 8 18 1 7 

 
还原结果图：(如图 1 所示)。 
 

 
Figure 1. The restored picture of Annex 1 
图 1. 附件一还原的图片 

 
量子蚁群算法由于利用了量子并行性，其运算速度得到了很大提高，本例中只有 19 条碎纸片，当碎

纸片数量达到上千上万甚至更大后，量子算法的优越性将会更好的体现。考虑到改进的量子蚁群算法具

有运算速度快，正确率高的优点，还可以把该算法运用到其他优化问题的求解中。例如银行在破碎现金

的复原中，多数拼接方法因准确率问题大都需要人工辅助完成，而改进的量子蚁群算法经过测试后具有

较高的准确性，可直接完成拼接任务。 
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3. 纵横切纸片的拼接 

为了不影响原图片且方便图像处理，我们将原图片转化为二值图像，每个像素点都用 0~255 之间的

一个灰度值表示，每个图片就可以分别表示为一个矩阵。我们首先对碎纸片进行聚类，找到碎纸片所在

的行，然后在行内借助于问题一中的方法对碎纸片进行拼接。 

设 a 为文字上方距离上边缘的距离，b 为文字最左侧的位置与左边缘的距离，c 为文字最下方的位置

与下边缘的距离，d 为文字最下方与下边缘的距离，如果在边缘检测到了像素点，那就令对应的距离为 0，
设矩阵 [ ]T, , ,a be c d= 。 

首先，把每个样品看作一类，并将每两个样品间的相似性转换为碎纸片的距离。其中 ijc 表示变量 i
和变量 j 之间的相关系数，看作类与类之间的距离，然后将距离最近的两类合成新的一类，每次减少一

类，重新进行最近种类的合并，直至所有的变量合并成一类。 

3.1. 算法设计 

我们引入一种新型的聚类方法，是在传统的 K-means 算法基础上改进得来的[13]。 
(1) 数据的量子比特的表示 
空间中的任意两个点 a 和 b，可以把点 a 和 b 表示成向量，接下来将向量 a 和 b 用量子态表示， 

a a=a ， b b=b  

接下来我们讨论二维情况 

1 20 1xa x= + ， 1 20 1yb y= +  

其中 0 ， 1 为计算基， a 、 b 表示计算后的概率，并且对它们进行了归一化。 
(2) 用量子方法，描述碎纸片间的距离，定义两个态之间的距离为： 

( )( )C a b a a b b a a b b= − = − −  

添加一个辅助量子比特来构建分类点 a 到聚类中心 b 的量子纠缠态，并测量这个纠缠态，从而得到

概率和欧氏距离的关系。 

3.2. 实现步骤 

步骤 1：根据最左边碎纸片边距要大的规律选择出最左边的 11 个碎纸片 

( ) ( ) ( ){ }00 0
1 1 2 2, , , n nE b b b b b b=   

步骤 2：对剩余的碎纸片归类到已有的 11 类中，其中归类方法是按最小距离原则进行，从而使得距

离最近的碎纸片被分为一类。 
步骤 3：更新聚类中心，聚类中点为 

( ) 1 1

im

j j
t j

i i
i

a a
b b

m
+ ==

∑
 

其中 im 表示中点数， ja 为距离元素。 

步骤 4：若 ( ) ( )1t t
i i i ib b b b

+
= ，结束并输出

1

im

j j
j

a a
=
∑ ，否则转至步骤 2。 

这里我们选择初始聚类中心时，没有用 K-means 算法的传统方法随机选取，而是通过分析数据的特
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点即页边距得出了初始聚类中心，大大地减少了迭代次数，从而使运算速度和正确率都有了很大程度地

提升。 

3.3. 结果分析 

按照上述算法的四个步骤，利用 MATLAB 软件进行编程，通过详细运算成功的还原了原图像。碎

纸片的聚类结果和排列顺序：(如表 2 所示)。 
 

Table 2. Result sequence table of Appendix 3 
表 2. 附件 3 结果顺序表 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

1 049 054 065 143 186 002 057 192 178 118 190 095 011 022 129 028 091 188 141 

2 061 019 078 067 069 099 162 096 131 079 063 116 163 072 006 177 020 052 036 

3 168 100 076 062 042 030 041 023 147 191 050 179 020 086 195 026 001 087 018 

4 038 148 046 161 024 035 081 189 122 103 130 193 088 167 025 008 009 105 074 

5 071 156 083 132 200 017 080 033 202 198 015 133 170 205 085 152 165 027 060 

6 014 128 003 159 082 199 135 012 073 160 203 169 134 039 031 051 107 115 176 

7 094 034 084 183 090 047 121 042 124 144 077 112 149 097 136 164 127 058 043 

8 125 013 182 109 197 016 184 110 187 066 106 150 021 173 157 181 204 139 145 

9 029 064 111 201 005 092 180 048 037 075 055 044 206 010 104 098 172 171 059 

10 007 208 138 158 126 068 175 045 174 000 137 053 056 093 153 070 166 032 196 

11 089 146 102 154 114 040 151 207 155 140 185 108 117 004 101 113 194 119 123 
 

还原出的结果图：(如图 2 所示)。 
 

 
Figure 2. The restored picture of Annex 3 
图 2. 附件三还原的结果图 
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事实证明，改进的量子 K-means 算法的聚类速度和准确率都得到了大幅提升，多次试验后，需要手

工辅助的次数也比传统方法少了很多[14]。此次实验仅有 209 个元素，当碎纸片被分割的更细小时，量子

算法的优越性将会更好的展现。 

4. 未来展望 

由于量子算法并行性的特点，相对于传统算法具有运算速度快、准确率高等优势[15]。现如今量子算

法只能在传统计算机上局部实现，未来如果能研制出量子计算机，量子算法的速度将会大大提升，而且

量子算法在计算量较大时，它的优势体现的更明显。在当今大数据时代，它的重要性不言而喻，量子技

术和量子计算的应用有着十分广阔的前景[16]。 
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