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摘  要 

本文研究了Logistic和Richards两类种群生长模型的差异。Logistic方程是Richards方程异速增长参数取

定值2的特例。从微分方程出发，我们求出了两类生长方程的显式通解，通过取对数、求导、换元和差

分等操作，利用线性最小二乘法对参数进行估计，最后结合湖南省的新冠疫情实例对比说明Logistic和
Richards增长曲线方程的适用性及参数估计的有效性。 
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Abstract 
The differences between Logistic and Richards population growth models were studied. The Lo-
gistic equation is a special case of the constant value 2 of allometric growth parameter of Richards 
equation. Starting from the differential equation, we calculate the growth equations of the two kinds 
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of explicit conditions and by the exponential, derivation, changing and difference operations such 
as, using the linear least square method to estimate the parameters, and finally combined with the 
outbreak of the new champions league of Hunan Province to explain the applicability of Logistic and 
Richards growth curve equation and the validity of parameter estimation. 
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1. 引言 

种群生态数学模型可以很好地刻画种群或种群间的变化规律，如预测人口变化趋势或传染病的传播

和爆发。其中较为知名的有 Logistic 模型、Gompertz 模型和 Richards 模型等。对于前两种模型，它们的

生长曲线具有特定的拐点，只能准确描绘一种特定形状的 S 型曲线。因此对给定生长过程建模时，在生

长方程的比较和筛选方面需要做大量工作。Richards 在 1931 年研究流体[1]通过多孔介质中毛细管传导作

用时建立了 Richards 方程，情况才得以改观。Richards 认为 Bertalanffy 方程中的异速生长常数限定为 2/3
太严格，这一限制使得该模型不能应用到大部分生物生长上，将其设为一般化参数 m，得到一个含有 4
个参数的非线性 S 型增长模型。这种模型对生长过程描述的准确性达到了前所未有的水平[2]。 

邢黎峰[3]在研究 Richards 方程时发现，当异速生长参数 m 变化时，不仅包括了 Brody、Logistic 等

生长方程，而且包含了它们的中间过渡形式和更为广义的形式，并得出 Richards 模型比众多生长模型更

为准确的结论。对种群生态数学模型的参数估计是模型得以应用的前提，因而对该类模型的参数估计受

到许多学者的关注和研究。吴新元[4]指出常用于 Logistic 方程拟合的方法有三点法、麦考特法和枚举优

选法，但这些方法在应用上都有其局限性；魏冠军[5]等将参数视为随机变量，利用 Bayes 理论进行参数

估计，同遗传算法和最小二乘法进行对比，得出前者的估计效果优于后两者；徐文科[6]提出双向差分拟

合方法和双向差分广义加权最小二乘法[7]，并对初始预报值进行了改进，通过与优选法、麦考特法等方

法比较，结果表明精度有所提高；刘洋[8]利用双向差分广义加权最小二乘法对 Gompertz 增长曲线方程的

参数估计进行研究，并在 SARS 的疫情实例中得到了较好的拟合效果；乔钰[9]利用线性最小二乘法和双

向差分加权最小二乘法对 Richards 增长曲线的参数进行估计，并对具有相关关系的 Richards 方程组建立

半相依回归模型[10]。 
综上所述，对于一系列生物生长方程，已有许多的数值方法和统计模型对参数进行估计，在实际应

用中，选择合适的模型和参数估计方法就显得尤为重要。本文研究了 Logistic 和 Richards 两类种群生长

模型，利用线性最小二乘法对参数进行估计，最后结合湖南省的新冠疫情实例说明增长曲线方程的适用

性及参数估计的有效性。 

2. Logistic 生长模型模拟新冠疫情 

2.1. Logistic 方程的产生 

种群动态研究一直是生态学研究的核心问题之一。Logistic 方程指出了有限空间种群增长的基本规律：
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当一个物种迁入到一个新生态系统中后，其数量会发生变化。当物种的起始数量小于环境最大容纳量时，

数量会增长；若此生态系统中食物、空间等资源有限(非理想环境)，则种群数量呈 S 型增长。Logistic 方

程是研究种群动态的重要工具，其微分形式为： 

( )0 0

d 1
d m

N Nr N
t N

N t N

 
=  

 
−


 =

                                  (1) 

其中 N 为种群个体总数，t 为时间，r 为种群增长潜力指数， mN 表示环境最大容纳量， 0N 为 0t 时刻

的种群数量。利用分离变量法并代入初值条件 ( )0 0N t N= ，解得： 

( )0

0

1
1 1 1 e r t t

m m

N

N N N
− −

=
 
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                             (2) 

Logistic 方程的性质： 
1) 由式(1)知， ( )N t 是关于 t 的递增函数； 
2) 对式(1)求导并结合式(2)，得到拐点坐标 

0
0

1 l
2

n 1 ,m m
tt

N
Nt

r N
N 

= +
 

= −                             (3) 

3) 存在两条渐近线，当 0t t→ 时， 0N N→ ；当 t →∞时， mN N→ 。 

2.2. 生物生长曲线的一般特征 

生物体在一个完整的生长过程中其生长速度通常具有慢–快–慢的变化特征。它的累积生长量最初

较小，随时间的延长逐渐增大，最终稳定在一个饱和值附近。这一过程若用曲线来表示，将是一条拉长

的 S 型曲线(见图 1)。 
 

 
Figure 1. Growth curve of “S” type 
图 1. “S”型生长曲线 
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COVID-19 累计病人数具有慢–快–慢的变化特征，且初值较小，随着时间的延长逐渐增大，最终

稳定在一个饱和值上。Logistic 和 Richards 方程能够很好地描述其初始生长阶段、快速增长阶段和稳定生

长阶段的累计病人数的变化情况。而任意两个生长过程都不会完全相同，它们的差异受生物物种、生态

环境、观测指标和时间序列等诸多因素的影响[11]。 

2.3. Logistic 增长曲线的参数估计 

由式(2)，Logistic 方程的一般形式为 ( ) 1
e Kty t

A B −=
+

，取对数得： 

( ) ( )ln ln e Kty t A B −= − + .                                (4) 

对式(4)求导得： 

( )d1 e
d e

Kt

Kt

y t BK
y t A B

−

−=
+

.                                 (5) 

由式(4)、(5)可得： 

( ) ( )2d
e

d
Kty t

BK y t
t

−= .                                 (6) 

对式(6)取对数得： 

( ) ( )
d

ln ln 2ln
d
y t

BK Kt y t
t

= − + .                            (7) 

进一步令 0 BKβ = ， 1 Kβ = − ，上式可表为 

( ) ( ) 0 1

d
ln 2ln

d
y t

y t t
t

β β− = + .                              (8) 

再用向后差分 ( ) ( ) ( )1y t y t y t∆ = − − 近似微分，设误差为 ( )e t ，得差分方程 

( ) ( ) ( )0 1ln 2 lny t y t t e tβ β∆ − = + +                             (9) 
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， 

将式(9)写成矩阵形式即Y X eβ= + ，进而得到 β 的最小二乘估计 

( ) 10

1

X X X Y
β

β
β

−  ′ ′= = 
 

.                                (10) 

对于式(10)，已求得 B、K 的估计值，只需将所有观测值代入求得 A 的一系列观测值，并剔除异常点，

取均值即得 A 的估计值。 
至此，Logistic 方程的参数估计值全部得到。 
对2020年湖南省的疫情历史数据进行复现拟合，利用上述方法得到一组初值[ ]T0.00129,0.01956,0.2981 ，

进而利用 LM 非线性拟合方法得到参数，最后得到的 Logistic 方程为： 

0.2797

1
0.001 0.0156 e xy −=

+ ×
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Figure 2. Fitting results of logistic equation of “S” growth curve 
图 2. “S”型生长曲线 logistic 方程拟合结果 

 
Logistic 方程的拟合结果与实测值的均方根误差(RMSE)为 15.3300，由图 2 可以看出，Logistic 方程

对前期数据的拟合效果较差，通过查找文献，我们发现了一类适应度更加广阔的生长方程，即 Richards
方程。 

3. Richards 方程模型 

3.1. Richards 方程的产生 

Richards 认为 Bertalanffy 方程中的异速生长常数限定为 2/3 太严格，应将其设为一般化参数 0m > ，

它的取值与生物物种和环境条件有关，并提出假设： 

d
d

mV V V
t

η γ= −                                   (11) 

这是 m 次的 Bernoulli 微分方程，V 是种群个体数，η、γ 和 m 为异速增长参数。令 1 mZ V −= ，化简

得非齐次微分方程： 

( ) ( )d 1 1
d
Z m z m
t

γ η= − + − .                             (12) 

利用通解公式解得： 

( ){ } ( ) ( ){ }( )exp 1 d 1 exp 1 d dZ m t m m t t Cγ η γ= − − − − +∫ ∫ ∫                 (13) 

代入初值条件 ( )0 0V t V= 得到特解[10]： 
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式中，
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， 0
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m

HtV
Q

η γ
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= − 
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， ( )1H mγ= − 。通常把式(14)叫做 Richards 增长曲线方程， 

这里 P、Q、H、m 为四个待估参数，分别含有不同的生物学意义。P 是研究对象的生物学上限，Q 是生

长初始值参数，H 是生长速率参数，m 是异速生长参数，其决定着曲线图像的走势以及拐点的位置。 

3.2. Richards 生长方程的性质与可塑性 

在文献[12]中，Fengri Li 研究了 Richards 方程各参数不同取值的情况，并依据解结构和生物学解释
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划分为 8 种类型。因为 COVID-19 疫情的变化特点，在本文我们只考虑 P、 0H > ， 0Q > 且 1m > 的情

形，此时 Logistic 方程是 2m = 时的特例。 
1) 对式(14)求导知， ( )V t 是关于 t 的递增函数； 
2) 对式(14)求导并令二阶导数为 0，得到拐点，其坐标为 

( )( ) ( )1 1ln 1
, m

t

Q m
t V Pm

H
−−

= =                             (15) 

在该点生物增长率达到峰值 ( )1d
d

m mV PHm
t

−= ，称之为拐点； 

3) 存在两条渐近线， 0t t→ 时， 0V V→ ； t →∞时，V P→ 。 
Richards 方程具有很强的可塑性，当方程中的参数 m 连续取不同的值时，曲线形状会不断发生变化(见

图 3)。由(15)式可知，参数 m 的取值影响拐点的横、纵坐标大小，也即影响拐点的相对位置。当 m 取值

较小时，“S”曲线的拐点位置偏低，该曲线的下半臂较短，上半臂更长；反之，当 m 取值较大值时，

“S”曲线的拐点位置偏高，该曲线的下半臂较长，上半臂更短。特别地，通过变换 Richards 增长曲线方

程中参数 m 的值，可以分别得到许多著名且应用广泛的方程。例如令参数 m 为 0、2/3、2，分别得到

Mitscherlich 方程、Bertalanffy 方程和 Logistic 方程。 
 

 
Figure 3. Plasticity of Richards equation 
图 3. Richards 方程的可塑性 

3.3. Richards 增长曲线的参数估计 

同上，对式(14)取对数求导得： 

( ) ( ) ( )
d

ln ln 1 ln
d
y t HQ P y t Ht

t
δ δ

δ
− = − + + − 

 
.                     (16) 

进一步令 QP Cδ−− = ， 0 ln H Cβ
δ

= ， 1 1β δ= + ， 2 Hβ = − 上式可表为： 

( ) ( )0 1 2

d
ln ln

d
y t

y t t
t

β β β= + + .                           (17) 
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再用向后差分 ( ) ( ) ( )1y t y t y t∆ = − − 近似微分，设误差为 ( )e t ，得差分方程 

( ) ( ) ( )0 1 2ln lny t y t t e tβ β β∆ = + + +                          (18) 

令
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 
 =  
  
 
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， 

将式(18)写成矩阵形式即Y X eβ= + ，假设 ( ) 0E e = ， ( ) 2Cov e Iσ= ，进而得到 β 的最小二乘估计 

( ) ( )T 1
0 1 2, , X X X Yβ β β β −′ ′= = .                           (19) 

对于式(19)，已求得δ 、H、C 的估计值，将所有观测值代入求得 P 的一系列观测值，剔除异常点，

取均值得至此，Richards 方程的参数估计值全部得到。 
利用上述方法得到一组初值 [ ]T1031.0, 9.7,0.2774,1.726− ，进而利用 LM 非线性拟合方法得到参数， 

最后得到的 Richards 方程 ( )
1

0.2 1 1.41037.3 1 2.4 e xy − −= × + × 。 

 

 
Figure 4. Fitting results of Richards equation 
图 4. Richards 方程拟合结果 

 
Richards 方程的拟合结果与实测值的 RMSE 为 10.6444，由图 4 可以看出，Richards 方程较 Logistic

的结果大大改进了，但后期的值存在波动，所以我们利用残差倒数对两者的结果结合进行预测。 

4. 组合预测方法 

采用下式所示的误差倒数法对两个模型的结果进行加权组合，其中 iω 为权值系数， 1tf 和 2tf 分别为

Logistic 和 Richards 的预测值。权值系数中 1ε 、 2ε 分别为两者的误差。 

1 1 2 2

2 1
1 2

1 2 1 2

,  1, 2, , ,

,  .

t t tf f f t nω ω
ε ε

ω ω
ε ε ε ε

= + =

 = = + +



                           (20) 

组合模型的 RMSE 为 9.8681，从下图 5 可以看出对两类曲线方程的拟合效果都较好，使用残差倒数

法对结果进行校正，该方法对误差小的模型会赋予较大的权值系数，从而使整个组合模型误差减小，达

到提升整体预测精度的效果。 
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Figure 5. Point by point relative error 
图 5. 逐点相对误差 

5. 结论 

对于具有微分方程形式的生物数学模型，本文利用线性最小二乘法，从定量的角度对两类增长曲线

方程的参数进行估计，并将其应用到湖南省的新冠疫情实例中。结果表明利用增长曲线模型预测传染病

的传染增长规律具有一定的可行性，Richards 方程具有更为广泛的适应性、良好的解析性和预测性。这

种方法易于编程实现，不仅适合于 Logistic 和 Richards 曲线方程的拟合，而且适用于其他非线性曲线的

拟合，因此在生物学中有广泛的应用。 
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