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摘  要 

本文提出了用于预测新冠肺炎疾病传播的分数阶SIR (susceptible-infected-recovered)模型，基于

Caputo分数阶导数的有限差分方法完成了时域模型的实现，然后研究了分数阶导数值对所提出的分数阶

SIR模型的动态特性的影响。 
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Abstract 
A novel coronavirus pneumonia model is proposed to predict the spread of new crown pneumonia 
disease. The SIR model (susceptible-infected-recovered) is implemented. The time domain model 
is implemented by the Caputo finite difference method with fractional derivative. Then the influ-
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ence of fractional values on the dynamic characteristics of the fractional SIR model is studied. 
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1. 引言 

冠状病毒病是由 SARS-CoV-2 病毒感染引起的呼吸系统急性传染病，感染症状通常是发烧、干咳、

疲劳、食欲不振和呼吸急促。新冠肺炎于 2019 年 12 月 8 日在中国武汉首次被识别和描述。由于该病毒

迅速传播到其他国家和大陆，2020 年 3 月 11 日，世界卫生组织将新冠肺炎归类为大流行病。从死亡率

和传染率来看，新冠肺炎被认为是自 20 世纪初流感大流行以来现代最严重的流行病。 
传染病传播动力学的数学建模理论引起了相当大的研究兴趣，因为新冠肺炎疫情的全球性问题吸引

了来自不同领域的研究人员[1] [2] [3]。Susceptible-Infected-Removed (SIR)流行病模型是一种经典的隔室

模型，广泛用于预测传染病的进展[4] [5] [6]。 
尽管 SIR 模型在模拟多个流行过程中可能有用，但它可能不足以描述新冠肺炎的传播动态。因此，

对用于近似新冠肺炎疾病的 SIR模型进行了一些修改使用 SEIR (易感暴露感染去除)隔室模型来研究新冠

肺炎的传播和控制。文献[7]提出了一种 SEIR 模型，通过添加接触者追踪和其他干预措施(例如隔离、锁

定和社会疏远)来扩展。Giordano 等人[8]提出了区分确诊和未确诊个体的 SIDARTHE (易感–感染–诊断

–患病–识别–威胁–治愈–灭绝)模型。 
众所周知，分数阶微积分具有非局部性，更适合描述复杂流体的渗流、弹性体的热传导等具有记忆

性和遗传性质的数学模型。在各种物理过程的微分方程中利用分数阶微积分建模可以显着提高多个过程

的建模性能。因此，许多科学家开始关注这个数学分支，因为它可以更好地理解一些普通微积分无法提

供精确解释的复杂物理现象。Atangana 和 Gómez-Aguilar [9]应用分数阶导数来模拟混沌和统计。莫拉莱

斯–德尔加多等人[10]获得了涉及 Caputo-Fabrizio 和 Atanagana-Baleanu 分数导数的癌症化疗效果模型的

解决方案。Khan 和 Atangana [11]提出并研究了一种考虑人与感染源(海鲜市场)之间相互作用的分数阶扩

展 SEIR (易感暴露感染去除)模型。 
在本文中，我们将 Caputo 分数阶导数运用到经典 SIR 模型中，以模拟和预测新冠肺炎的传播。本文

的结构如下：在引言中介绍了对新冠肺炎传播的相关建模问题，第 1 节介绍了经典的 SIR 模型，第 2 节

介绍了 SIR 模型的分数阶推广及其固定步长的实现。第 3 节介绍了分数阶对模型动态特性的影响，并介

绍了局部区域的病毒传播模型，第 4 节的小结概括了本文。 

2. 预备知识 

SIR 模型是最简单的隔室模型之一，许多其他模型是其基本形式的派生形式。SIR 模型将总人口 N
分为三类：易感个体的数量(S)，感染者的数量(I)，恢复个体的数量(R)。SIR 模型通常由三个常微分方程

组成，如下所示 
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其中 µ 和 λ 分别为感染率和恢复率。 
一般的 SIR 模型中，出生和死亡动态通常被忽略，基于流行病的特点，其传播速度通常比出生和死 

亡快得多，并且数值模拟一般也在较短的时间间隔内执行。传染病的动态取决于比率 0R µ
λ

= ，其中 0R 是 

基本再生数。该比率量化了受感染人群中一个人直接产生的预期病例数。当 0 1R > 时，感染将能够开始传

播，从而导致潜在的爆发。当 0 1R < ，疾病感染然人群将逐步衰减直至消失。 

3. 分数阶 SIR 模型 

通常情况下，常见方程中大多数整数阶导数可以推广到分数阶导数。分数阶导数通常表示为 Dα ，其

中阶数 Rα ∈ 。分数阶导数通常有三个定义，如 Caputo 分数阶导数、Rieman-Liouville 分数阶导数和

Grünwald-Letnikov (G-L)分数阶导数。在本文中利用形如下列的 Caputo 分数阶导数： 
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其中α 是 Caputo 分数阶导数的阶。 
在时间的离散上，使用 2 1L δ− 逼近格式，具体逼近格式如下： 
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易知，在模型方程中加入分数阶导数可以改善物理过程中的模型参数。特别是，使用分数阶微分方

程可以更好地模拟各种传播与扩散过程。考虑到病毒传播是与上述类似的一类过程，分数阶 SIR 模型可

以显著提高某些数学模型的性能。在这种情况下，整数阶差分格式由分数阶导数差分格式代替可得： 
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其中 ( )0,2iε ∈ ， { }1,2,3i∈ 。SIR 模型动力学的分数阶推广不同于一般情况下的模型推广。分数阶模

型的若干性质与整数阶不同，例如总人口数 N 在分数阶模型下是随时间变化的。因此，分数阶 SIR 模型

应该被认为是一种启发式模型，不直接依赖于物理现象。此外，值得强调的是，在这种情况下，我们有

三个额外的估计参数 ( )0,2iε ∈ ， { }1,2,3i∈ ，它们是分数阶导数的不同阶数。 
考虑到在大多数地区，新冠肺炎统计数据每周或者每天呈现一次，对于病毒传播的预测，我们可以

使用离散时间 2 1L δ− 差分格式，因此我们有 
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结合方程(4)和(6)，我们可以得到基于 Caputo 分数阶导数的分数阶 SIR 模型： 
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为了对新冠肺炎的传播进行数学建模，我们需要给出模型参数{ }1 2 3, , , , , Nε ε ε µ λ 。其中参数 N 是任

意给定的，其余参数在实际模型中要根据具体情况来确定。在下一节中，我们将验证分数阶 ( )0,2iε ∈ ，

{ }1,2,3i∈ 对模型动力学特性的影响。 

4. 数值模拟 

本节将介绍所提出的分数阶 SIR 模型(7)的动态，并展示分数阶差分如何改变数值结果。首先，我们

将展示具有不同分数阶数的模拟，以演示它们的值如何影响隔室种群，并给出分数阶 SIR 模型的动力学

特性。 
考虑具有以下参数的三组模拟： 0 950S = ， 0 45I = ， 0 5R = ， 1000N = ， 0.4µ = ， 0.1λ = ， 60t = 以

及 { }1,2,3 0.4,0.8ε = 。在每一组中，只有一个 iε 改变，而剩下的两个等于 1。这样，我们可以看到特定的分

数阶 ( )0,2iε ∈ ， { }1,2,3i∈  如何影响模型。图 1，图 2 呈现模拟结果。 
由于 ( )0,2iε ∈ ， { }1,2,3i∈ 的情况类似，所以我们仅做出分数阶导数 1ε 变化的情形作图。从图 1，图

2 中可以看到，分数阶 1ε 和 2ε 影响整个模型，而 3ε 只影响移除的隔室，这一结果和我们的模型方程(7)的
预期是一致的。参数越多，所呈现的模型就越复杂，但也更通用。上述结果表明，分数阶 SIR 模型更契

合于现实生活过程的数学模型。 
 

 
Figure 1. The simulate result of ε1 = 0.8 and ε2 = ε3 = 1 
图 1. 当 ε1 = 0.8 时，ε2 = ε3 = 1 模拟结果 
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Figure 2. The simulate result of ε1 = 0.4 and ε2 = ε3 = 1 
图 2. 当 ε1 = 0.4 时，ε2 = ε3 = 1 模拟结果 

5. 小结 

本文中给出了分数阶 SIR 模型，用来预测新冠肺炎疾病的传播。模型的实现基于 Caputo 分数阶导数

及其离散化。我们研究了模型导数的分数阶对所提出模型的动态特性的影响。在对新冠肺炎传输进行建

模时，模型的参数是在使用遗传算法的同时进行估计的。该模型具有一些局限性，模型的预测并不代表

真实数据。在这种情况下，需要使用分数阶 SIR 模型或更复杂的流行病模型的时变参数。尽管如此，该

研究表明，所提出的模型是有效的，并且可能对未来的流行病研究有用。 
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